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加权马尔可夫链模型在密云水库入库流量中的应用

贺  娟,王晓松,王彩云

(中国水利水电科学研究院 水力学所, 北京 100038)

摘要: 根据 1960 年- 2011年的实测入库流量资料,以河川径流量为相依随机变量, 介绍加权马尔可夫链模型的相

关概念及预测未来一年入库流量的步骤,采用均值2标准差分级法把入库流量序列划分成枯、偏枯、偏丰、丰 4 种状

态。以各阶自相关系数为权重,预测 2010年- 2011 年的入库流量,将其所在状态区间与实测值进行对比。结果表

明, 加权马尔可夫链模型对密云水库入库流量预测精度较高, 以此又对 2012 年- 2013 年的入库流量进行了预测。

最后对其遍历性和平稳分布进行分析,计算入流丰、枯状态在实测序列中的重现期,其中出现偏枯状态的概率最大,

由此预测密云水库未来的入库流量处于偏枯状态。
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Application of the weighted Markov chain model in the inflow prediction of the Miyun Reservoir

H E Juan, WA N G X iao2song, WA N G Cai2 yun

(D epar tment of H ydraulics , China I nstitute of Water Resour ces and H ydrop ower Resear ch, Beij ing 100038, China)

Abstract:A cco rding t o the act ual inflow data of the M iyun Reservo ir fr om 1960 to 2011, riv er runoff was select ed as the r andom

variable, and t he r elated concept of the w eig hted M arkov chain model and the st eps for the inflow pr ediction in the incoming one

year w ere intro duced. T he classificat ion metho d of averag e2standard was used to div ide the inflow sequence into four conditio ns,

including dr ought, lean dr ought, lean wet, and w et. T he autocor relation w as r egar ded as weig ht coefficient to pr edict inflo w be2

tw een 2010 and 2011, which w ere compared w ith the measured data. T he results sho wed that the weig hted M ar ko v cha in model

can predict inflo w o f the M iyun Reserv oir w it h high pr ecision. T herefo re, the model w as used to predict inf low betw een 2012

and 2013. F inally, the erg odicit y and statio nary distr ibut ion of M arkov cha in wer e analyzed, and the return per iods of o bser ved

sequence under the w et and dry condit ions w ere calculat ed, which sugg ested that the occurr ence pro bability o f lean dro ught is

the larg est. T he inflow of the M iy un Reserv oir was predicted to be lean dr ought in the futur e.

Key words:w eig hted M arkov chain mo del; M iyun Reserv oir ; r eser vo ir inflow ; tr ansit ion pr obabilit y matrix ; M arkov pro per ty tes2

ting ; autoco rr elatio n co efficient; lean dro ug ht

  密云水库是京津唐地区第一大水库, 为北京最重要

的地表饮用水源。但是 , 近年来, 在/ 自然2人工0 二元因

素共同作用的影响下, 其入库流量呈减少态势 , 1 999 年

以后减少的趋势尤为明显 [ 1] 。因此, 对水库未来的来水

量和变化趋势做出准确的预测关系到水库的调度应用

及北京市的用水安全。夏乐天[ 223] 等人研究了加权马尔

可夫链在降水状况预测中的应用和马尔可夫链预测方

法的统计试验研究 ; 王永兵[ 4] 等人利用马尔可夫链对水

库入库径流状态进行了预测; 冯利华 , 陈雄[ 5] 利用马尔

可夫链研究了区域干旱的变化趋势 ; 冯耀龙[ 6] 等利用马

尔可夫链对河流丰枯状况进行了预测; 杨国范 , 刘冰

等[ 7] 利用加权马尔可夫链对河流水质进行了预测; 冯小

明, 刘桂清等 [ 8] 对灌溉用水量进行了预测; Zekai Sen

等[ 9] 对洪水来流量的预测也采用了马尔可夫链。目前

的预测结果表明 , 加权马尔可夫链的预测精度较高, 且

在物理成因上也较为合理 [ 10] 。本文采用加权马尔可夫

链模型对密云水库的来水趋势进行预测, 预测趋势跟实

测资料吻合较好。
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1  马尔可夫链的介绍

1. 1  马尔可夫链的定义及分类
设有随机过程{X n , n I T }若对于任意整数 n I T 和任意

i0 , i1 , i2 , ,, in+ 1 I I 条件概率满足

P{X n+ 1 = in+ 1| X 0 = i0 , X 1 = i1 , ,, Xn= n}=

P{X n+ 1 = in+ 1| X n= in} (1)

则称{ Xn , nI T }为马尔可夫链, 简称马氏链[ 11212]。式中:

in 表示随机过程X n 在n 时刻的状态, P 表示事件发生的概率。

马尔可夫链预测方法可分为 3 种[ 2] : 基于绝对分布的马

尔可夫链预测方法、叠加马尔可夫链预测方法和加权马尔可

夫链预测方法。其中预测精度最高的是加权马尔可夫链预

测方法,最低的是基于绝对分布的马尔可夫链预测方法。

1. 2  转移概率矩阵 [ 11]

一步转移概率为

P i, j ( n, n+ 1)= P(X n+ 1 = j | X n= i) (2)

K 步转移概率表示为

P i, j ( n, n+ k)= P (X n+ k = j | X n= i) (3)

所有转移概率构成的转移概率矩阵具有的性质如下:

0 [ P i , j [ 1; E
m

j = 1
P i , j = 1。

若转移概率与时刻 n 无关,则称为齐次马尔可夫链。用

P( 1)表示一步转移概率矩阵, P (k)表示 k 步转移概率矩阵,则有:

Pk = P ( 1) k (4)

应用上遇到的马氏链一般不满足/ 时齐0条件, 因此仅讨

论一步转移概率[10]。

1. 3  加权马尔可夫链的预测步骤[ 328, 10]

(1)计算均值 �x。

�x =
1
n

E
n

t= 1
x ( t) (5)

(2)计算标准差 s。

s= 1
n- 1

E
n

t= 1
x ( t)- �x 2 ( 6)

( 3)指标值的样本均值2标准差分级。

根据均值及标准差, 一般将实测序列分为 5 个状态 ,分

级标准见表 1。

( 4)转移概率矩阵的估算。

( 5)马氏性检验。

表 1  分级标准
T ab . 1  C las sif ication standard

状态 级别 分级标准

1 枯 [ 0,�x- s]

2 偏枯 [�x - s,�x - 0. 5s]

3 平 [�x - 0. 5s, �x + 0. 5s]

4 偏丰 [�x + 0. 5s,�x + s]

5 丰 [�x+ s, + ] ]

  可用 V2 统计量来检验离散序列的马氏链, 设研究序列

包含 m 个可能的状态, 用 f ij ( i, j I E)记为转移频数概率矩

阵,边际概率 P . j 的计算公式如下。

P. j = E
m

i= 1
f ij / E

m

i= 1
E
m

j= 1
f i j (7)

用 P i , j ( i, j I E)表示转移概率矩阵元素。当 m 较大时,

V 2 统计量如下:

V2 = 2 E
m

i= 1
E
m

j= 1
f ij | ln( P i , j / P j ) | (8)

服从自由度为(m- 1) 2 的 V 2 分布。给定置信度 A,查表

可 V2
A ( m- 1) 2 的值, V 2 > V2

A ( m- 1) 2 ,则零假设被拒绝,

即认为该序列具有/ 马氏性0。

( 6)各阶自相关系数 r k , ( k I E)计算。

rk = E
n- k

t = 1
( x t - �x ) ( x t + k - �x ) / E

n

t= 1
( x t - �x ) 2 ( 9)

式中: x t 为第 t 时段的指标值;�x 为指标值均值; n 为指标值

序列长度; r k 为第k 阶(滞时为 k 年 )自相关系数。对各阶

相关系数规范化如下:

wk = | r k | / E
m

k = 1
| r k | ( 10)

式中: w k 为各种滞时的马尔可夫链的权重。

( 7)预测。

将同一状态的各预测概率加权和作为处于该状态的预

测概率,即

P i = E
m

k= 1
w kP

k
i ( 11)

M ax{ P i , i I E }对应的状态为该时段的预测状态, 确定

该时段的指标值,并将其加入到原序列之中, 再重复上述步

骤,就可预测下时段的指标值状态。

2  工程实例

密云水库 1960 年- 2009 年入库流量资料[ 13] 见表 2,利

用加权马尔可夫链模型对 2010 年的入库流量进行预测。

表 2  1960 年- 2009 年入库流量序列及状态

T ab . 2  Inf low sequ ence and statu s f rom 1960 to 2011

年份 入库流量/ ( m 3 # s21 ) 状态

1960 12. 509 4

1961 8. 754 2

1962 10. 588 3

1963 10. 269 3

1964 20. 440 4

1965 10. 273 3

1966 8. 740 2

1967 13. 886 4

1968 8. 176 2

1969 19. 673 4

1970 10. 717 3

1971 7. 026 2

1972 7. 191 2

年份 入库流量/ ( m3 # s21) 状态

1973 24. 192 4

1974 23. 443 4

1975 8. 727 2

1976 11. 975 3

1977 13. 887 4

1978 14. 099 4

1979 15. 992 4

1980 6. 038 1

1981 5. 551 1

1982 13. 811 4

1983 5. 161 1

1984 3. 231 1

1985 6. 822 2

年份 入库流量/ ( m3 # s21) 状态

1986 8. 929 2

1987 9. 682 3

1988 7. 296 2

1989 5. 142 1

1990 11. 063 3

1991 12. 266 4

1992 8. 159 2

1993 5. 280 1

1994 17. 751 4

1995 7. 326 2

1996 13. 047 4

1997 6. 490 1

1998 11. 315 3

年份 入库流量/ ( m3 # s21) 状态

1999 2. 401 1

2000 1. 735 1

2001 5. 346 1

2002 1. 976 1

2003 2. 875 1

2004 4. 697 1

2005 5. 133 1

2006 4. 329 1

2007 2. 408 1

2008 5. 033 1

2009 2. 105 1
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2. 1  均值、标准差状态分级计算
依据表 2,得到该序列的均值 x= 91 259亿 m3, 标准差 s=

5. 443,由于样本序列不多,所以将其划分为枯、偏枯、偏丰、丰

4 个状态[ 8,14] ,径流状态分级标准见表 3,序列状态见表 2。

表 3  径流状态分级标准
T ab. 3  Clas sifi cat ion standard of run of f

状态 级别 分级标准 数值区间

1 枯 [ 0,�x - 0. 5s] [ 0, 6. 538]

2 偏枯 [�x- 0. 5s,�x ] [ 6. 538, 9. 259]

3 偏丰 [�x,�x + 0. 5s] [ 9. 259, 11. 981]

4 丰 [�x + 0. 5s, + ] ] [ 11. 981, + ] ]

2. 2  建立转移概率矩阵
对步骤 1 得到的结果进行统计,可得不同滞时的转移概

率矩阵如下:

  步长为 1 的一步转移概率矩阵

P (1) =

12/ 17 1/ 17 2/ 17 2/ 17

2/ 11 2/ 11 3/ 11 4/ 11

1/ 8 3/ 8 1/ 8 3/ 8

3/ 13 5/ 13 2/ 13 3/ 13

  步长为 2 的一步转移概率矩阵

P (2) =

11/ 16 3/ 16 0 2/ 16

1/ 11 2/ 11 4/ 11 4/ 11

2/ 8 2/ 8 1/ 8 3/ 8

4/ 13 3/ 13 3/ 13 3/ 13

  步长为 3 的一步转移概率矩阵

P (3) =

11/ 15 2/ 15 1/ 15 1/ 15

1/ 11 4/ 11 1/ 11 5/ 11

2/ 8 2/ 8 2/ 8 2/ 8

4/ 13 3/ 13 2/ 13 2/ 13

  步长为 4 的一步转移概率矩阵

P (4) =

11/ 14 2/ 14 1/ 14 0

2/ 11 3/ 11 4/ 11 2/ 11

2/ 8 1/ 8 0 5/ 8

3/ 13 4/ 13 1/ 13 5/ 13

2. 3  马氏性检验
对步长为 1 的一步转移频数矩阵及转移概率矩阵进行

马氏性检验,计算结果见表 4 及表 5。

表 4  边际概率
T ab. 4  T he marginal probabilit y

状态 1 2 3 4

P . j 0. 367 0. 224 0. 163 0. 245

表 5  统计量E
m

i= 1
E
m

j = 1
f ij | ln(P i , j / P . j ) | 计算

Tab. 5  Calculat ion of E
m

i = 1
E
m

j= 1
f ij | ln( P i, j / P . j ) |

状态 f i1| ln
P i, 1

P. 1
| f i2| ln

P i, 2

P. 2
| f i3 | ln

P i, 3

P .3
| f i4 | ln

P i ,4

P .4
| 合计

1 7. 838 1. 339 0. 655 1. 466 11. 299

2 1. 407 0. 422 1. 539 1. 581 4. 949

3 1. 078 1. 539 0. 267 1. 278 4. 163

4 1. 395 2. 692 0. 119 0. 178 4. 384

合计 11.717 5. 992 2. 581 4. 504 24. 794

  V2 的值为 491 588, 选取显著性水平 A= 0. 05, 查表可得

V 2
A ( 4- 1) 2 = 16. 919, V 2 > V 2

A (m- 1) 2 ,可以验证该序列

具有马氏性。

2. 4  自相关系数及权重计算
由式( 9)、式( 10)可得各阶自相关系数及各种滞时的权

重,见表 6。

表 6 各阶自相关系数和各种滞时的权重
T ab. 6  T he w eights of M arkov chain of various steps and variou s

autocorrelation coeff icients

k 1 2 3 4

rk 0. 337 0. 204 0. 274 0. 418

w k 0. 273 0. 165 0. 222 0. 339

2. 5  预测
依据 2006 年- 2009 年的入库流量及所对应的状态转移

矩阵对 2010 年径流量状态进行预测, 结果见表 7。

表 7 2010 年入库流量状态预测

T ab . 7  Inf low status pr edict ion in 2010

初始年 状态
滞时

/ a
权重

状态

1 2 3 4

概率

来源

2009 1 1 0. 273 0. 706 0. 059 0. 118 0. 118 P ( 1)

2008 1 2 0. 165 0. 688 0. 188 0. 000 0. 125 P ( 2)

2007 1 3 0. 222 0. 733 0. 133 0. 067 0. 067 P ( 3)

2006 1 4 0. 339 0. 786 0. 143 0. 071 0. 000 P ( 4)

P i 权重和 0. 736 0. 125 0. 071 0. 068

  由表 7 可知, M ax {P i, i I E} = 0. 736,所对应的 i= 1,处

于区间[ 0, 6. 538] , 即 2010 年入库流量状态为枯水年状态。

2010 年的实测资料是 31 196亿 m3 I [ 0, 61 538] , 与实测结果

相吻合。同理,用 1960年- 2010 年的资料预测出 2011年的

水库入流状态处于区间[ 0, 61 538] , 实测值为 41 123 亿 m3 ,

预测结果较为合理。最后预测出 2012 年和 2013 年的入库

流量分别为 51 102亿 m3、41 380亿 m3, 处于枯水年状态。

2. 6  马尔可夫链的特征[ 10, 1 4215] 分析

具有遍历性的马尔可夫链, 当转移的步数 n 足够大时,

从系统的任何一个状态 i转移到状态 j 的概率都近似等于

P( j )。通过分析得出此链是遍历的 (不可约、非周期、正常反

链) ,因此, 此链存在唯一的平稳分布即为它的极限分布。设

此链的平稳分布为{Pj , j I E} ,平稳分布、极限分布与各状态

的重现期的计算公式如下:

E
j I E

Pj = 1;Pj = E
i I E

PjP i j ( 12)

利用密云水库 1960 年- 2009 年的资料 ,以相依性较强

的步长为 4 的马氏的特征分析为例。计算所得的值见表 8。

表 8  平稳分布、极限分布与各状态重现期
Tab. 8  Stat ionary dist ribu tion , l imit ing dist ribut ion, and

retu rn p eriods of variou s states

状态( j ) 1 2 3 4

Pj 0. 5022 0. 1959 0. 1210 0. 1808

T j = uj 1. 991 5. 105 8. 264 5. 531

  uj ( Pj = 1/ uj )表示系统从状态 j 出发, 首次返回状态 j

的平均时间,同时也是各状态的极限分布。由表 8 可知, 各
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状态的重现期为 T 1 = 1. 991 年; T 2 = 5. 105 年; T 3 = 8. 264

年; T 4 = 5. 531 年。根据现有的实测资料, 由本文确定的分

级标准,枯水年出现的次数最多, 偏枯年出现的次数次之,这

两种状态出现的概率为 0. 698 1, 从而可以说明密云水库来

水长期处于枯水和偏枯状态的可能性比较大。

3  结语

根据马尔可夫链的预测理论,马尔可夫链针对的是一组

离散的数据序列,其最基本的特征是: / 马氏性0, 也称/ 无后

效性0。预测结果为入库流量的某一个状态, 是一个区间,而

不是一个具体的数值, 在满足工程要求的前提下, 可以较准

确的预测出入库流量的变化趋势。通过对 2010 年- 2013 年

入库流量的预测,可以看出马尔可夫链模型能较好的预测来

水状况。根据马尔可夫链的遍历性和平稳分布, 由实测入库

流量序列中出现枯、偏枯状态的年份比较多和来水呈逐渐下

降的趋势预测出密云水库未来来水处于比较短缺的状态。

这对水库管理者和流域规划者具有一定的参考价值。
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