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第一类越流补给非稳定流公式的性态分析
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摘要: 在原始数据具有随机误差的情况下, 利用第一类越流补给含水层条件下的汉土什公式进行正逆问题计算时,

公式本身对误差具有传递作用。采用数学方法推导出了用于描述汉土什公式性态的条件数, 建立了正逆问题计算

结果误差与原始数据误差间的近似关系。据此,得出了计算过程中不同的 u 和 r / B 值对原始数据所具有的随机误

差的传递作用, 绘制了相应的描述传递作用强弱的条件数的变化曲线, 从而确定了正逆计算问题属于/ 病态0时的 u

和 r / B 取值范围。
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Abstract:When the or iginal data has r andom err or s, the H antush equat ion for the fir st kind o f leakage aquifer system can trans2

fer the er ro rs w hen it is used in the calculations of the dir ect and inverse pr oblems. T he conditional numbers to char acterize the

per formance of H antush equat ion have been der ived, and the approx imate relationship between the er ro rs from the calculat ed re2

sults and err ors from the or ig inal data is determined fo r the dir ect and inver se problems. On the basis, the transfer effect s of dif2

fer ent u and r/ B values on the random er ro rs from the o rig inal dat a ar e obtained, the variat ion curv es of condit ional numbers for

char acter ization o f the transfer effects a re plo tted, and the scopes of u and r/ B values ar e determined w hen the direct and inver se

pr oblems have / bad per formance0.

Key words:H antush equation; dir ect and inver se problems; conditional numbers; equation per formance; err or tr ansfer ; appro x i2

mate r elationship; variation curve

  在第一类越流系统中,通常采用汉土什公式分析抽水试

验数据,确定越流含水层的水文地质参数[ 1] , 其形式简单,故

在实际计算中得到了广泛应用。把在抽水过程中, 采用已知

含水层水文地质参数计算含水层的水位降深值的问题称为

正计算问题;而采用抽水过程中观测到的水位降深值, 反求

含水层水文地质参数的问题称为逆计算问题。在正逆计算

问题中总会有不确定因素出现,导致代入公式的参数存在一

定的误差,从而由汉土什公式计算出的结果也具有不确定

性[ 2]。掌握汉土什公式的性态及公式本身对误差的传递作

用[ 3]对解析解的正逆计算具有重要意义。Jiu 等曾采用灵敏

度分析的方法对含水层参数的误差进行了研究[4] , McElw ee

等曾分析了地下水模型的灵敏性[526] , 这些分析都采用定量

化的方法讨论了计算问题时公式的性态, 但却得出了定性的

结论。郭建青等用误差分析的方法讨论了泰斯公式的性

态[ 728]及一维河流水质方程解析解的性态[9210] , 把/ 条件数0

作为衡量公式性态的标准,用以判断公式本身对原始数据的

随机误差的敏感程度[11]。这种分析方法的原理简单, 易于

理解和计算。本文将利用文献[ 7]的思路计算汉土什公式的

条件数,并对汉土什公式的性态进行初步分析, 最后达到定

量的描述该公式对数据误差的传递作用的目的, 进而依据结

论可以尽量避免/ 病态0条件下的计算,以免计算结果/失真0。

1  基本原理

1. 1  基本公式
函数随机误差的计算[12]可表述如下。
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设 f ( x )是关于 n 个随机变量 x 1 , x 2 ,x n 的函数, 在每

个变量 x i 的均值附近作二阶泰勒展开, 则有

f ( x )= f ( x ) + E
n

i

9( x )
9( x i)

( x i - x i )+
1
2

E
n

i
E
n

j

92 f ( x )
9x i 9x j

( x i -

x i ) ( x j - x j ) (1)

由于 x i 是随机变量, 故 x - x i 也是随机变量
[ 13] , 从而

f ( x )是随机函数。对式( 1)两端分别取数学期望,则有:

f ( x )= f ( x ) +
1
2

E
n

i
E
n

j

9 2 f ( x )
9 x i 9 x j

Rx
i
x
j

(2)

式中 :Rx
i x j
为随机变量 x i 和 x j 的协方差。如果 x i 和 x j 相

互独立时,就有 Rx i x
j
= 0, 从而可得

f ( x )= f ( x ) (3)

用式(1)减去式(2)得

f ( x )- f ( x ) = E
n

i

9f ( x )
9 x i

( x i - x i ) +
1
2

E
n

i
E
n

j

9 2 f ( x )
9 x i9 x j

( x i

  - x i ) ( x j - x j )-
1
2

E
n

i
E
n

j

92 f ( x )
9 x i9 x j

Rx
i x j

(4)

式( 4)两端分别自乘并取数学期望后得:

R2f U E
n

i
E
n

j

9f ( x )
9 x i

9f ( x )
9 x j

Rx
i x

j
(5)

式( 3)和式(5)是以下分析的基础。

1. 2  汉土什公式的均值形式
在第一类越流系统中,通常用于求解水文地质参数的汉

土什公式[14]如下:

s=
Q
4Pt

W (u, B) (6)

其中,

W( u, B) = Q
]

u

exp(- y -
r 2

4yB 2 )

y
dy (7)

u=
r 2L
4T t

(8)

式中: s 为水位降深值( m) ; Q 为抽水流量 ( m3 / d) ; T 为含水

层导水系数( m2 / d) ; L为承压含水层的弹性释水系数, 无量

纲; 1/ B 为含水层的越流补给因子, 无量纲; r 为径向距离

( m) ; t为时间( d)。

利用汉土什公式进行正逆问题计算时, 代入公式的原始

数据总会存在着随机误差。在正计算问题中, 把 T、L、1/ B

看作是随机变量, 则由式( 6)计算得到的水位降深值 s 也是

随机变量;在逆计算问题中, 把水位降深 s 的观测值看作是

随机变量,则由式( 6)反求出的 T、L、1/ B 也是随机变量。

2  分析与讨论

在式( 3)中, 令

f ( x )= f ( T , L, 1/ B) , x 1= T , x 2= L, x 3= 1/ B 则有

s= f ( T , L, 1/ B) (9)

表明当随机变量 T、L、1/ B 相互独立时, 汉土式公式的均值

形式与确定形式是一致的,则在此不需进行过多的讨论。

在式(5)中, 令

f ( x )= f ( T , L, 1/ B) , x 1= T , x 2= L, x 3= 1/ B

则有

R2s = U
2
TR

2
T+ U

2
LR

2
L+ U

2

1/ BR
2
1/B (10)

其中,

U
T
=
9s
9 T

( 11)

UL=
9s
9 L

( 12)

U
1/ B

=
9 s

9 1/ B
( 13)

式中:R2
s , R

2
T , R

2
L, R

2
1/ B分别为 s、T、L、1/ B 的方差。

式( 10)反映了随机函数的方差与随机变量方差间的关

系。为了分析与讨论方便, 引入如下无量纲变量: C s =
Rs
s ,

CT =
RT

T
, CL=

RL
L , C1/B =

R1/ B

1/ B

则式( 10)可以写成如下形式:

C2
s = W2

T
C2

T + W2
LC

2
L+ W2

1/BC
2
1/ B ( 14)

再由各式之间的关系可以导出:

W
T

T
s U T

= -
exp(- u-

r 2

4uB2 )

W ( u, B)
- 1 ( 15)

WL
L
s U L= -

exp( - u-
r 2

4uB2 )

W ( u, B)
( 16)

W1/B
1/ B
s U1/ B = -

r 2

2B 2Q
]

u

1
y
dy ( 17)

2. 1  正问题的分析与讨论
式( 14)可以理解为汉土什公式正问题计算时, 第一类越

流含水层系统中的参数 T、L、1/ B 的相对误差的均方差分别

为CT、CL、C1/B , 由公式(6)计算出的水位降深值 s 的相对误

差的均方差为C s。在数值分析原理[15]中称 U
T
、U

L
、U

1/ B
的

绝对值为条件数, 其值大于 11 0 时,公式本身对代入数据的

误差起/ 放大0作用, 如果条件数很大时, 表明即使代入数据

的误差很小,也会导致计算结果的误差较大甚至/ 失真0, 此

时称该计算问题为/ 病态0 问题, 其他情况下都可以看作是

/ 良态0的; 当条件数小于 11 0 时, 公式本身对代入数据的误

差起/ 缩小0作用。

图 1( a)为利用式( 15)绘制的相应于不同的 u 和 r / B 值的

条件数|W
T
| 变化曲线。可以看出,当 r/ B 一定时, |W

T
|随着 u

值的增大先减小后增大,当 u 足够小时|W
T
|趋近于 1. 0,即公

式本身对 T 的误差的/放大0作用较弱, 此时的正计算问题可

以看作是/良态0的;当 u< 0. 5 时, | W
T
| 随着 r/ B 的减小而减

小, 且多小于 1. 0,此时在正计算问题中式( 6)对 T 的误差起到

/ 缩小0作用; 当 u较大时, |W
T
| 随 r/ B 的减小而增大且多大于

1. 0, 此时式( 6)本身对 T 所具有的误差起/ 放大0作用。当 u

很大时得到的条件数| WT | 很大, 即当代入式(6)中的 T 具有

很小的随机误差时,也可能导致计算出的 s 具有较大的误差,

即在这种条件下汉土什公式的正计算问题是/ 病态0问题。
图 1( b)为利用式( 16)绘制的相应于不同的 u 和 r / B 值

的条件数变| W
L
| 化曲线。可以看出, 当 r/ B 一定, u 足够小

时, |W
L
| 趋近于 0, 即此时在正计算问题中,公式( 6)本身对 L

所具有的随机误差几乎没有影响; | W
L
| 的极小值随着 u 的减

小而沿着 r / B 增大的方向移动,即当 u值较小且 r / B 值较大

时,公式本身对 L所具有的随机误差的影响最小; 随着 u 的

增大而增大,当 u> 1. 0 时, | W
L
| 的值多大于 1. 0, 在这种情

况下,利用公式( 6)计算出的结果具有很大的误差, 此时正计

算问题属于/ 病态0问题。

#960#

第 13 卷 总第 80 期# 南水北调与水利科技# 2015 年 10月  



水文地质与工程地质

图 1( c)为利用式( 17)绘制的相应于不同的 u 和 r / B,条

件数变化|W1/ B |曲线。可以看出, 当 r / B 一定时, |W1/B | 随着

u的增大而减小; 当 u 一定时, | W
1/ B

| 随着 r/ B 的减小而减

小,即|W
1/B

| 的极小值随着 u 的增大而沿着 r / B 减小的方向

移动。当 r / B< 0. 5 时, | W
1/ B

| 的值多小于 1. 0, 即此时公式

( 6)对 1/ B 所具有的误差起到了/ 缩小0的作用,即在 r / B 较

小时的正计算问题都可以看作是/良态0的, 其他情况下均视

为/ 病态0的。

图 1  正问题条件数变化曲线
Fig. 1  Variat ion curves of condit ional n umbers of direct problems

2. 2  逆问题的分析与讨论
公式( 6)的逆计算问题的条件数, 可以通过对式( 14)作

适当的变形得到:

R2T =
1

R 2
T

(R2s - U2
LR

2
L- U2

1/BR
2
1/B ) (18)

R2L=
1

R2L
(R 2

s - U2
TR

2
T - U2

1/BR
2
1/ B ) (19)

R21/ B=
1

R21/ B
(R2s - U2

TR
2
T - U2

LR
2
L) (20)

由上式可知,在利用汉土什公式确定越流含水层水文地

质参数时,当其中两个参数已知时, 其所具有的误差对水位

降深的观测误差起到了消减作用, 故为保守和讨论方便起

见,仅把水位降深的观测误差看作是影响计算结果误差的独

立随机变量。以下分别对 RL= 0, R1/ B = 0; RT = 0, R1/B = 0 和

RT = 0, RL= 0三种情况进行讨论。

(1)RL= 0, R1/B = 0 的情况。

在这种情况下,式( 14)可以写为

RT =
1
U

T

Rs (21)

其无量纲形式为

CT =
1
W

T

C s (22)

式(22)可以理解为逆计算问题中, 当水位降深观测值的

相对误差的均方差为 C s 时,由公式(6)反求出的含水层参数

T 的相对误差的均方差为 CT , 则相应的条件数为| 1/W
T
|。

图 2( a)为利用式 ( 15)的倒数形式绘制的相应于不同的

u和 r / B 的条件数| 1/ W
T
| 变化曲线。可以看出, | 1/ W

T
|随 u

的减小而趋近于 1. 0, 此时公式(6)对原始数据 s 的随机误差

的/ 放大0作用较弱; | 1/W
T
| 随 r / B 的增大而减小, 当 r/ B 的

值较大时, | 1/WT | 值较小, 此时原始数据 s 的随机误差对计

算结果误差的影响最小; 当< 0. 5 时, | 1/ W
T
| 随着 u 的增大

而增大,当 u> 0. 5 时| 1/W
T
| 随着 u 的增大而减小, 故在 0. 5

附近 , | 1/WT |取得极大值。在 u= 0. 5 附近 | 1/WT | 的值相当

大,即利用公式( 6)反求 T 时, 即使原始数据 s具有很小的随

机误差 ,也会导致计算结果具有很大的误差甚至/ 失真0, 此

时的计算问题属于/ 病态0问题。

( 2)RT = 0, R1/B = 0 的情况。

在这种情况下,式( 14)可以写为

RL=
1
U L
Rs ( 23)

其无量纲形式为

CL=
1
WL

C s 24)

上式为逆计算问题中,水位降深观测值的相对误差的均

方差 Cs 与利用式(6)反求出的含水层参数 L的相对误差的

均方差C L间的近似关系,则相应的条件数为| 1/ WL|

图 2( b)为利用式( 16)的倒数形式绘制的相应于不同的

u和 r / B 的条件数| 1/ WL| 变化曲线。可以看出,当 u 值较大

时, | 1/WL| 值较小且大都小于 11 0, 此时利用式 (6) 反求 L

时,公式本身对原始数据 s 的误差起到了/ 缩小0作用; 当 u

值较小或 r / B 较大时, | 1/ WL| 值多大于 11 0,即表明在原始

数据 s具有很小的随机误差时, 利用式( 6)反求的结果误差

较大甚至/ 失真0 ,此时的计算问题属于/ 病态0问题。

( 3)RT = 0, RL= 0 的情况。

在这种情况下,式( 14)可以写为

R1/ B=
1
U
1/ B

Rs ( 25)

其无量纲形式为

C1/B =
1
U1/ B

C s ( 26)

上式表示逆计算问题中,水位降深观测值的相对误差的

均方差 C s 与利用公式( 6)反求出的含水层参数 1/ B 的相对

误差的均方差 C1/B 间的近似关系, 则其相应的条件数为

| 1/ W
1/ B

| 。

图 2( c)为利用式( 17)的倒数形式绘制的相应于不同的

u和 r / B 的条件数| 1/ W1/ B | 变化曲线。可以看出, | 1/ W1/ B |随
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u的增大而增大, 随 r / B 的增大而减小。当 r / B > 01 5 时,

| 1/ W
1/ B

| 值始终小于 11 0,此时式( 6)对原始数据 s 的误差起

到/ 缩小0作用; | 1/W
1/ B

| 的极小值随着 r / B 的增大而沿着 u

减小的方向移动,此时公式本身对原始数据 s 的误差传递几

乎没有影响;当 r / B 较小时, | 1/ W
1/B

| 值趋近于无穷, 此时即

使原始数据 s具有较小的随机误差, 利用式(6)反求出的 1/ B

的误差也可能较大甚至/ 失真0, 即此时的计算问题属于/ 病

态0问题。

图 2  逆问题条件数变化曲线
Fig. 2  Variat ion curves of condit ion al num bers of in vers e problem s

3  结论

通过以上分析和讨论, 可以得出如下结论: 利用汉土什

公式计算时,若原始数据具有随机误差, 则利用公式( 6)计算

得到的结果也会具有一定的误差,即汉土什公式对代入数据

误差具有传递作用;在正计算问题中, 当 u 值较大时, T、L的

误差对正计算问题的影响是/病态0的,而当 r / B 较大时, 1/ B

的误差对正计算问题的影响是/ 病态0 的; 在逆计算问题中,

当 u= 0. 5 及附近时, 计算 L和T 的问题属于/病态0的,而当

r/ B 较小时, 计算 1/ B 的问题属于/ 病态0的。其它条件下的
计算问题均属于/ 良态0的。在利用汉土什公式进行正逆问

题计算时,应尽量避免/ 病态0问题下的计算, 以免计算结果

产生较大的误差甚至/失真0 ,以便保证计算结果的精度。
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