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基于最大熵2Copula方法的香溪河流域
降雨- 径流相关性分析
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北京 102206; 3. 中央财经大学 资产管理处,北京 100081)

摘要: 基于 1991 年- 2008 年香溪河流域降雨量和径流量资料, 将最大熵2Copula( MEC)方法应用于流域降雨- 径流

相关性分析中。结果表明: MEC 方法生成的边缘分布能够有效拟合降雨量和径流量的观测值,且在边缘分布确定

的过程中无需对线型进行假设,以均值、标准差、偏度和峰度作为约束也能够很好的体现变量的统计特征; Gumbel2

H ougaard Copula函数对于降雨量和径流量联合分布的拟合效果较好; 香溪河流域降雨量和径流量存在上尾相关

性, 这对防洪排涝有着重要的作用, 同时也为流域工程规划设计工作提供了参考依据。
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Correlation study of rainfall and runoff in Xiangxi River watershed

using the Maximum Entropy2Copula Method
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Abstract: Based on the r ainfall and runoff in Xiangx i Riv er Water shed, this study applied a max imum entr opy2copula ( MEC)

met hod to investig ate the relat ion ship betw een the rainfall and runo ff of w atershed. Results show that: the generated marg inal

distr ibut ions of the rainfall and runo ff can effectively fit the obser ved values without any hypothesis, and the statistical charac2

ter istics of r andom variables can be reflected w ell as the constr aints o f mean, standard deviat ion, skewness and kurto sis; Among

all t he Copula functions used, Gumbel hougaard copula show ed the best effect of fit ting gener ation the joint distr ibut ion of the

rainfall and runoff; the upper tail dependence was obser ved betw een the rainfall and runoff in Xiangx i Riv er Watershed, w hich

no t only can play a gr eat ro le in flo od and drainage contr ol in X iangx i River Watershed, but also prov ide a r eference basis for

water shed project planning and design.

Key words:max imum entropy ; Copula; Xiangx i R iver Watershed; rainfall; runoff; co rr elation; jo int dist ribution
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  水文频率分析是认识径流变化规律的有效途

径,生成单变量的分布函数是常用的频率分析方

法[ 123]。由于各个水文变量之间存在相关性,单变量

的水文频率分析通常不能解决实际问题,因此,有必

要利用多变量水文频率分析方法研究水文变量间的

相关性。在现有的多变量水文频率分析方法中,

Copula函数得到了广泛地关注和应用, Copula 函数

可以用来构造多变量的相关结构和联合分布函数,

具有较强的灵活性, 被广泛应用到水文事件中 [ 428]。

Copula函数对边缘分布没有具体要求, 各种样

式的边缘分布都可以被用来建立联合分布, 但是只

有具备准确的边缘分布, 利用 Copula 函数得到的联

合分布才能够有效反映变量间的相关性。现有方法

通常是对变量的线型进行假设来确定边缘分布, 不

一定能很好的体现径流量的统计特征。最大熵方法

在样本资料的基础上,无需进行线型的假设, 以样本

资料的四个统计量(均值、标准差、偏度和峰度)为约

束条件,生成径流量的概率分布。因此, 可以将最大

熵方法和 Copula 函数相结合,利用最大熵方法生成

变量的边缘分布,体现其统计特征, 然后利用Copula

函数生成变量的联合分布,分析变量间的相关性。

本文以香溪河流域作为研究对象,利用最大熵2
Copula方法进行降雨- 径流水文频率分析计算, 为

水文分析提供科学依据。

1  流域概况

香溪河流域位于湖北省西北部(经纬度范围为

110b25c- 111b06cE至 31b04c- 31b34cN) ,是三峡水库

的主要支流, 流域面积约为 3 200 km2 , 海拔约

1 200~ 2 000 m(见图 1)。香溪河干流长度为 94 km,

河口距三峡大坝 341 5 km, 源头分为东河(发源于神

龙架林区骡马店)和西河(发源于神农架林区的红

河)
[ 9]
。东西两条河流至响淮相汇为香溪河,由北向

南纵贯兴山县全境,最终在秭归县香溪镇注入长江。

由于受到北部亚热带季风性湿润气候的影响,香溪河

流域季节特点表现为:春季冷暖多变;夏季雨量集中,

且时常发生暴雨和伏旱;秋季多阴雨;冬季多雨雪、早

霜[ 10] 。由于地形复杂、地势高差大,香溪河流域为典

型的立体水文气象结构, 年平均气温为 151 6 e 。低

山河谷区夏季较长且炎热,极端高气温达 431 1 e ,

冬季则较短且温暖; 高山地区夏季雨量充沛, 冬季则

较长且寒冷,极端低气温达- 91 3 e 。香溪河流域年

平均降水量为 900~ 1 200 mm,降水量充沛,但年际

和年内分配不均匀, 随季节变化较大, 5月- 9 月为

汛期,降水量约占全年的 68%左右
[ 11]

,一般以 7 月

份为降雨高峰, 而 1 月份降水量最少。香溪河流域

多年平均流量 621 5 m3 / s, 最大流量和最小流量分

别为 2 700 m
3
/ s 和 81 9 m

3
/ s , 年均径流深 7231 3

mm ,多年平均输沙量约为 411 3万 t[ 12] 。

图 1  香溪河流域

Fig. 1  T he w atershed of Xiangxi

为了分析香溪河流域降雨- 径流之间的关系,

本文选取 1991年- 2008年香溪河流域的月降雨量

和月径流量作为样本数据, 见图 2。香溪河流域的

降雨量数据由兴山县气象站提供, 包含昭君、张官

店、郑家坪和水月寺 4个主要气象站的降雨量信息,

月降雨量的变化范围为 0~ 3471 32 mm, 其中 1996

年 12月份降雨量最低, 1998 年 8月份降雨量最高;

香溪河流域的径流量数据由兴山水文站提供, 月径

流量的变化范围为 71 26~ 1741 00 m3 / s, 其中 2000

年 4月份径流量最低, 1998年 8月份径流量最高。

图 2  香溪河流域月降雨量和月径流量观测值
Fig. 2  T he observed values of monthly rain fall and

run of f in Xiangx i w atersh ed

2  研究方法

2. 1  最大熵2Copula方法
Copula 函数又称为连接函数,是把多个变量各

自的边缘分布连接在一起, 生成联合分布的函

数[ 13] 。利用 Copula 函数进行变量相关性分析时,

不必要求变量具有相同的边缘分布, 任意形式的边

缘分布均可以利用 Copula函数生成联合分布,而且
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不会出现信息失真[ 14215] 。

然而利用 Copula 函数生成多变量联合分布时,

如何确定变量的边缘分布是关键问题。以前的方法

大多对边缘分布的线型进行假设,然而所假设的线

型并不一定能够很好的拟合变量的分布, 体现其统

计特征。最大熵( M E)方法是通过选取熵值最大作

为条件获得变量的概率分布
[ 16217]

。ME 方法选取熵

值最大意味着因数据不足而作的假设最少, 因此所

得到的概率分布偏差最小。另外, M E 方法以给定

信息的均值、方差、偏度和峰度为约束, 所生成的概

率分布能够体现变量的统计特征
[ 18]
。因此, 将 ME

方法与 Copula 函数相结合构建最大熵2Copula
( MEC)方法, 能够生成多变量的联合分布, 体现变

量间的相关性, 而且在生成边缘分布的过程中无需

对线型进行假设,生成的边缘分布能够很好的体现

变量的统计特征。

Copula函数包含很多分布族, 其中, Archime2
dean Copula函数被广泛地应用于水文频率分析中,

其构造模型和计算过程简单方便、包含多种不同特

征的 Copula 函数,且不用受到水文变量间相关性为

正或为负的限制
[ 19]
。给定两个随机变量 X 和 Y , 则

二维 Archimedean Copula函数的定义如下:

 C( u1 , u2)= U- 1
[ U( u1 ) , U( u2) ] 0< u1 , u2< 1 ( 1)

式中: U( u)为 A rchimedean Copula函数的生成元,

其逆函数为 U- 1
( u) ; u1 = FX ( x )和 u2= FY ( y ) 分别

为变量 X 和 Y 的累积分布函数,即边缘分布。本文

采用 Archimedean Copula 函数中几个典型的单变

量 Copula 函数, 包括 Gumbel2Hougaard Copula 函

数、Clayton Copula 函数和 Frank Copula 函数, 如

下所示:

C
GH

Hc ( u1 , u2 )= exp{ - [ - ( logu1)
Hc
+

(- logu2)
Hc
]

1/Hc
} , Hc\1 ( 2)

 C
CT

Hd ( u1 , u2)= ( u
- Hd
1 + u

- Hd
2 - 1)

- 1/ Hd
, 0< Hd< ] ( 3)

C
FK

HÊ ( u1 , u2) =
1
HÊ

log 1+
( e

HÊu
1 - 1) ( e

HÊu
2 - 1)

e
Hd
- 1

,

- ] < HÊ< ] ( 4)

式中: C
GH

Hc ( u1 , u2) , C
CT

Hd ( u1 , u2 )和 C
FK

HÊ ( u1 , u2)分别

为 Gumbel2Hougaard Copula函数、Clayton Copula

函数和 Frank Copula 函数; Hc, Hd和 HÊ为对应参数。

为了确定 Copula 函数中的边缘分布, 利用 ME方法

选取随机变量的信息熵最大。随机变量 X 的信息

熵H ( x )的定义如下[ 18] :

H ( x )= - Q
b

a
f ( x ) lnf ( x ) dx ( 5)

式中: H ( x )为随机变量 X 的熵函数; f ( x )为 x 的概

率密度函数( PDF) ; x 为 X 的值, 其下界和上界分

别为 a和 b。本文将随机变量的均值、方差、偏度和

峰度可作为推断其概率分布的约束[ 18]
, 可表示为

C0= Q
b

a
f ( x )dx = 1 (6)

C i= Q
b

a
h i ( x ) f ( x ) dx  i= 1, 2, ,, m (7)

式中: x 为随机变量的观测值。然后利用拉格朗日

乘子法求得 H ( x )的最大值,令 Ki 为拉格朗日乘子,

得到相应的随机变量 X 的概率密度函数 f ( x )。

f ( x )=

exp - ln Q
b

a
exp - E

m

i= 1
Kih i ( x ) dx - E

m

i= 1
Kih i ( x ) ( 8)

通过式 ( 8) 确定随机变量的累积分布函数

( CDF) ,即边缘分布, 然后选取最适合的 Copula 函

数生成随机变量的联合分布, 对随机变量间的相关

性进行分析。MEC 方法的优势在于,它不但能够生

成多变量的联合分布,而且无需线型假设即可生成

边缘分布。

2. 2  相关性度量

本文利用 MEC 方法构建随机变量的联合分

布, 同时结合相关性度量指标,使随机变量间的相关

性分析更加有效和准确。文中将 Spearman秩相关

系数、Kendall秩相关系数和尾部相关系数作为随

机变量间相关性的度量指标。设( X i , Y i ) , i= 1, 2,

,, n为取自总体( X , Y)的样本, F( x )和 G ( x )分别

为随机变量 X 和 Y 的边缘分布,则有:

Q̂s = 1-
6

n( n
2- 1)

E
n

i = 1
( R i- Qi )

2
(9)

Ŝ=
c- d
c + d

=
c- d

C
2
n

( 10)

K
lo
= limP [ Y< G

- 1
( u) | X< F

- 1
( u) ] ( 11)

K
up

= limP [ Y> G
- 1

( u) | X> F
- 1

( u) ] ( 12)

式( 9)中: Q̂s 为 Spearman秩相关系数; R i 和Q i 分别

表示 X i 在( X 1 , X 2 , ,, X n)中的秩和 Y i 在( Y 1 , Y 2 ,

,, Y n)中的秩。式(10)中: Ŝ为 Kendall秩相关系数; c

和 d分别表示和谐和不和谐的观测对数(若(X i- X j )

( X i- Yj )> 0,称( X i, Yi )和(X j , Yj )是和谐的,反之则称

两者为不和谐)。

式(11)中:K
lo
为下尾相关系数,表示当一个随机变量取

值较小时,它对另一个随机变量的取值是否有影响。

式(12)中:K
up
为上尾相关性,表示当一个随机变量取

值较大时,它对另一个随机变量的取值是否有影响。

本文运用 Spearman秩相关系数 Q̂s、Kendall秩

相关系数 Ŝ和尾部相关系K作为随机变量间的相关

性度量指标, 计算结果与 MEC 方法生成的联合分
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布相结合, 探究随机变量间的相关性。

2. 3  拟合优度检验

本文利用均方根误差( RM SE)和 K2S检验对所
生成的边缘分布进行拟合优度检验, 利用 Rosenb2
lat t变换、AIC 准则和 RMSE 对所生成的联合分布

进行拟合优度检验。令 x
est
k 为估计值, x

obs
k 为观测

值, N 为样本容量, nc为参数个数,则 RMSE 和 A IC

准则的表达式分别为

RMSE=
E
N

k= 1
( x

est

k - x
obs

k )
2

N
(13)

AIC= N log
1
N

E
N

k = 1
( x

est
k - x

obs
k )

2
+ 2( nc) (14)

给定一组升序排列的样本数据 x ( # ) , 其样本长

度为 n, F
*
( x )为假定分布, Fn ( x )为经验分布, 则

K2S检验的统计量可以表示为 [ 20]

T= supx | F*
( x )- Fn( x ) | ( 15)

利用 RMSE和 K2S 检验可对随机变量的边缘
分布进行拟合优度检验, 所得到的结果可以判断

MEC方法生成的边缘分布是否有效。Rosenblatt

变换的经验分布和对应的 Cram�r von M ises统计

量分别表示为[ 6]

D n(T)= 1
n

E
n

i= 1
1( E i [ T) , TI [ 0, 1] (16)

S
( B)
n = nQ

1

0
{D n(T)- C L ( T) }

2
dT=

n
32
-

1
2

E
n

i= 1
(1- E

2
i1) ( 1- E

2
i2 )+

1
n

E
n

i = 1
E
n

j = 1
(1-

E i1 DE j1) ( 1- E i2 DE j 2) (17)

式中: E i 为 Copula 函数的观测值; T为边缘分布向

量; n为样本容量; D表示取最大值。利用 Rosenb2
lat t变换、AIC 准则和 RMSE 进行联合分布的拟合

优度检验, 结果可以判断 MEC 生成的联合分布能

否很好的体现变量间的相关性, 其中 AIC 准则和

RMSE 值最小为 Copula函数选取的重要判据。

3  结果分析

分别利用 Spearman 秩相关系数 (式 ( 9) ) 和

Kendall秩相关系数(式( 10) )进行香溪河流域降雨

量和径流量相依性的度量,结果为 Q̂s= 01 732和 Ŝ=

01 539,表明降雨量和径流量间存在较强的相关性。
并将 MEC方法应用于香溪河流域的降雨- 径流相

关性分析中,首先利用 ME 方法生成降雨量和径流

量的边缘分布, 分析香溪河流域的降雨量和径流量

的特征变化,然后选取恰当的 Copula 函数生成降雨

量和径流量的联合分布, 结合相关性系数,进一步分

析香溪河流域降雨- 径流的相关性。

图 3为运用 MEC 方法生成的降雨量和径流量

的概率分布。其中,图 3( a)和图 3( c)的纵坐标分别

为降雨量和径流量的概率密度函数值,图 3( b)和图

3( d)的纵坐标分别为降雨量和径流量的累积分布函

数值。由图可知, 生成的概率分布能够捕捉样本经

验分布的形状和趋势。为了进一步检验所生成的概

率分布能否有效体现香溪河流域的降雨量和径流量

的数据特征, 利用 RMSE和 K2S检验进行拟合优度
检验。对于降雨量分布, K2S 检验的统计量 T 为

01 092,对应的 P 值为 01 395(大于 01 05) , RMSE 值

为 51 243, 即生成的分布函数能够近似模拟香溪河

流域的降雨量观测值。对于径流量分布, K2S 检验
的统计量 T 为 01 096, 对应的 P 值为 01 368(大于

01 05) , RMSE 值为 21 796, 即生成的分布函数能够
近似模拟香溪河流域的径流量观测值。因此, 利用

MEC方法生成的降雨量和径流量的边缘分布是有

效的,能够准确体现香溪河流域降雨量和径流量观

测值的统计特征。

得到降雨量和径流量的边缘分布之后,需要选取

恰当的 Copula函数生成两者的联合分布。为了确定

拟合较优的 Copula 函数,利用 Rosenblat t变换、AIC

准则和 RMSE 值对所采用 Ar chimedean Copula 函

数包括 Gumbel2Hougaard Copula 函数、Clayton

Copula 函数和Frank Copula函数进行检验,结果见

表 1。对于三种 Copula 函数, Rosenblat t 变换中

Cram�r v on Mises统计量对应的 P 值均大于 01 05,
Gumbel2Hougaar d Copula函数对应的 RMSE 值和

AIC值最小, 分别为 01 017 和- 11 750e+ 03, 因此

Gumbel2Hougaar d Copula 函数拟合降雨量和径流

量的联合分布效果较好。
表 1 Copula 函数拟合优度检验

Tab. 1  Th e goodn es s2of2f it test for Copula

Archim edean

Copula 函数
RMSE AIC

Cram�r von Mises统计量

S ( B)
n P值

Gum bel2H ougaard 0. 017 - 1. 750e+ 03 183. 750 0. 342

Clayton 0. 026 - 1. 577e+ 03 179. 519 0. 122

Frank 0. 069 - 1. 151e+ 03 178. 459 0. 527

  通过 Gumbel2Hougaard Copula 函数得到降雨

量和径流量的联合概率分布, 绘制相应的联合概率

分布图, 结果见图 4, 其中 c( u, v )表示联合概率密

度函数, C( u, v )表示联合概率分布函数。由图 4可

知, 香溪河流域降雨量和径流量间存在上尾相关性。

通过式( 12)计算得到降雨量和径流量的上尾相关系

数K
up

为01 624, 更进一步确认了两者间的上尾相关
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图 3  降雨量和径流量的概率分布

Fig. 3  Th e probabilit y dist ribut ion of rain fall and ru noff

图 4  降雨量和径流量的联合分布
Fig. 4  Th e joint dis trib ut ion of rainfall and run of f

性。上尾相关性表明了降雨量和径流量在极大值情

况下的相关性, 对香溪河流域极端水文事件(洪水)

的预防和水资源系统规划有着重要的作用。根据降

雨量与径流量间的上尾相关性,当某一个月降雨量

极大时,径流量出现极大值的可能性较大,决策者需

要密切观测径流量值, 做好防洪排涝的部署工作,同

时, 决策者可以对水资源的分配量进行预估,对水资

源系统规划具有积极的意义。

4  结论

( 1) MEC 方法能够较好拟合香溪河流域降雨量

和径流量的观测值。根据 RMSE值和 K2S 检验,利

用 MEC方法生成的边缘分布是有效的, 能够捕捉

香溪河流域降雨量和径流量经验分布的形状和趋

势, 体现其统计特征。MEC方法为单变量水文频率

分析提供了可行方案,且无需对分布的线型进行假

设, 减少了主观因素对结果的影响。

( 2) MEC 方法能够有效捕捉降雨量和径流量间

的相依结构,生成两变量联合分布。根据 Rosenb2
latt 变换、AIC准则和 RMSE 值, Gumbel2Hougaard

Copula 函数对香溪河流域降雨量和径流量的联合

分布的拟合效果较好。

( 3)香溪河流域降雨量和径流量间存在上尾相关

性。上尾相关系数为 01 624,表明了降雨量和径流量
在极大值情况下的相关性,对香溪河流域极端水文事

件的预防和水资源系统规划有着重要的作用。

香溪河流域降雨量年际和年内分配不均, 给流

域的水资源利用和保护带来了许多不确定性, 导致
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径流量具有明显的年际变化及季节特征。利用

MEC方法得到降雨量和径流量的联合分布,可以根

据降雨量的实际情况及对未来降雨量的预测, 对径

流量进行较好的预估和判断, 为流域水资源合理开

发利用提供参考依据,为决策者做好防洪排涝工作、

减少极端水文事件的损失提供决策支持。同时,

MEC方法能够反映变量间非正态、非对称分布的尾

部信息,对香溪河流域的综合治理和工程规划设计

具有重要的意义。
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