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摘要: Copula是一种构造多元联合分布和分析随机变量间相关结构的重要工具。对 2005 年以来国内外学者对

Copula在干旱领域的研究和应用进行了综述, 阐述了当前 Copula 方法存在的问题和继续研究方向。首先, 高维

Copula函数的参数估计不够精确,虽然高维 Copula 构造方法如嵌套法、混合法、条件混合法等对参数估计有本质上

的简化作用、基于 Bayesian 理论的 Copula参数估计方法比传统方法有明显改进, 但在计算量、置信水平、样本量等

需求上仍存在取舍,高维 Copula理论的参数估计方法仍是 Copula 理论研究中的难点; 其次, 干旱特征对时间具有

较强敏感性, 使得 Copula函数应用于干旱问题需要具有时变性,时变和空间变化 Copula理论能综合时空维度对干

旱进行全面分析,这将是未来 Copula研究的方向之一;最后, Copula方法能被应用于诸多方向,还需要更加发散地

将 Copula方法与其他框架相结合。
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Application progress of multi2variable Copula function in drought risk analysis

YU Chen1 , CH EN Juan2 , WANG H ongrui1 , ZH U Zhongfan1 , LA I Wenli1

(1. College of W ater Sciences , B eij ing N or mal Univ er sity , Beij ing 100875, China;

2. South China I nstitute of E nv ironmental Sciences , M inistr y of Env ironmental P r otection, Guangz hou 510655, China)

Abstract: Copula is an impor tant to ol for str uctur ing t he multiv ariat e jo int distr ibut ion and analy zing the cor relat ion str uctur e

betw een random variables. This paper rev iew s the r esear ch and application o f Copula in drought since 2005 and discusses the

cur rent pr oblems of Copula method and the development direction of Copula theor y. Firstly, the par ameter estimation of high2di2

mensional Copula funct ion is not accur ate enough. A lthough the high2dimensional Copula const ruct ion methods such as nested

met hod, hybrid method, and condition2 hybr id method can essentially simplify parameter estimat ion, and the Copula parameter

estimation method based on Bayesian t heo ry is a signif icant improvement over the t raditional method, still they canno t deliver

sat isfacto ry computat ion amount, confidence level, and sample size at the same time. The par ameter estimation method of high2

dimensional Copula t heo ry is st ill a difficult point in the r esear ch o f Copula theor y. Secondly , the character istics of drought ar e

sensitiv e t o t ime; thus, the Copula function needs t o be time2var ying in o rder to be applied to drought problems. The Copula the2

o ry with t emporal and spat ial var iation can be used to analyze drought. It is one o f the fut ur e dir ect ions o f Copula research.

Thirdly, Copula method can be applied in a number of directions, and also need to be further combined w ith ot her framew orks.

Key words:drought; Copula; multiv ariable analysis
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水文 水资源

1  基本概念

1. 1  Copula函数

Copula最早由 Schw eizer和 Sklar [ 1]于 1959年

提出,之后 Nelson [ 2] 对其进行了发展, 系统地总结

了 Copula的定义及 Copula 理论的基础, 使 Copula

成为构造多元联合分布和分析随机变量间相关结构

的重要工具。Copula方法作为一种常用的、较简易

的多变量分析方法, 能较好的对干旱问题中的多特

征量进行多元拟合, 并对多变量系统进行条件概率

分析、重现期分析等。

宋松柏等人 [ 3]对 Copula函数的定义为: 一个 d

维 Copula是[ 0, 1]
d y [ 0, 1]的映射,满足要求:

( 1)设 u= [ u1 , ,, ud ] , u i I [ 0, 1] ,对于任意 i [

d,若 u中至少一个分量为 0,即 ui = 0,有 C ( u1 , ,,

ud )= 0;

(2)除 ui 外, u中其他分量都为 1, 则 C (1, ,,

ui , ,, 1) = u i ;

(3) C( u1 , ,, ud )满足边界 0 [ C( u1 , ,, ud) [ 1;

(4) C( u1 , ,, ud)是一个 d 维增函数,对于任意

d维区间, C( u1 , ,, ud )非负。

Copula函数种类很多, 其常用的有: 对称与非

对称 Archimedean Copula、meta2ellipt ic Copula、

Placket t Copula等。

Copula函数在 20 世纪 90年代末广泛应用到

金融等领域,在水文方面的应用研究起步较晚,但无

可争议, Copula方法逐渐成为分析多变量事件的一

件利器。在干旱领域主要针对径流干旱问题对干旱

的三个主要特征量进行拟合。

其中 Archimedean Copula 在水文中的应用最

为广泛。对称 Archimedean Copula 是由一个生成

函数 U( # )生成的 Copula 函数。它具有其他 Copu2
la 函数不具备的优点,比如形式简单、有可结合性和

对称性等。那么从它的构造特点出发, 可以较为容

易的得到众多相关的性质。A rchimedean Copula

有许多类型, 其中常用的有 Clayton Copula、Gum2
bel2Hougaard Copula、A li2M ikhail2Haq Copula、

Frank Copula 等。

在Archimedean Copula 中, 利用 Copula 函数完

全嵌套和部分嵌套等嵌套方法,利用低维 Archimede2
an Copula函数生成高维 Copula 函数, 可以在一定程

度上的解决高维 Copula函数参数过于复杂的难点。

1. 2  干旱事件

干旱是一种极端气候事件
[ 4]
, 对于干旱尚没有

统一的定义,从气象干旱的角度,干旱是指在某一时

段内降水量(或降水量减去蒸发量)明显比多年平均

量偏少的现象 [ 5]。

干旱的形成机理非常复杂,其发生多由降水量缺

乏引起
[6]
。对各种类型干旱的诊断、评价、预测,均借

助于各种干旱指标和人为定义的干旱指数来计算
[728]
。

气象干旱主要以降水量(或降水量减去蒸发量)

为研究对象, 是包括干旱历时、干旱烈度、干旱强度

等相互联系的特征变量的水文事件。目前, 国内外

对于干旱事件的识别大多采用 1967年由 Yev jev ich

提出 [ 9]的游程理论( Run T heory )。游程理论也叫

轮次理论,是时间序列分析的一种方法。游程理论

是指在连续出现的同类事件中, 在它的前后是另外

一类事件,可以将年降雨资料视为离散序列,如丰枯

交替出现等。为在实际研究中, 按丰枯划分标准分

析丰水年、枯水年,并统计连丰、连枯出现的频次,进

一步根据游程理论计算各观测站点连续多水和少水

的概率, 可以对当前的水文环境进行有效监测, 对提

前采取预防措施并减小风险事件造成的损失有着重

要的作用。如图 1所示,纵轴 x 表示降水量, 横轴 t

表示时间轴, 那么干旱历时 T 即为图中所示阴影部

分在 t 轴上的投影长度; 干旱烈度为阴影部分面积

S; 干旱烈度峰值为图中 I max所标识长度; 干旱强度

M 为干旱烈度S 与干旱历时T 的比值,即 M =
S
T
。

图 1  游程理论示意图
Fig. 1  Schem at ic diagram of Run Th eory

2  Copula研究进展

考虑到干旱是一个多变量综合的水文事件, 事

实上干旱历时、干旱烈度等特征值之间通常都具有

较高的相依性,所以仅采用单变量的概率分布只能

片面的分析单一特征值的变化规律。国内外学者逐

渐将发源于金融领域并且十分流行的 Copula 方法

引入到水文领域, 尤其在干旱事件的多变量分析中

得到广泛的应用。目前的分析不只局限于二元变量

的分析, 向多元变量 Copula的深入拓展和应用为干

旱分析提供了重要的方法。

2. 1  2013年之前 Copula 模型的应用研究

2. 1. 1  二元 Copula模型

Copula 方法在引入干旱领域初期, 主要以多元

分析的便利性而获得国内外众多学者的关注。但是
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高维 Copula方法的参数估计方法是一个复杂而困

难的问题, 于是二维 Copula作为最基础的分析模型

在较早的时期被应用在干旱领域的众多方面, 主要

集中在对干旱特征值的二元分析上。

2006年, Zhang 等人
[ 10]
对干旱问题进行了二维

Copula分析,对伊朗西北部的 Shar afknaneh 雨量站

数据进行了干旱特征分析, 干旱历时和干旱烈度表

现显著相关性, 且符合不同的分布模型, 故而采用多

种 Copula函数构建了联合分布模型,选取了最佳的

拟合优度的 Copula函数,根据误差分析和尾部相关

系数确定采用了 Galambos Copula 函数。Shiau [ 11]

对干旱历时和干旱烈度的二维 Copula 模型进行了

分析,采用 IFM 方法来构造 Copula 函数, 并且对台

湾进行了分析, 选取的 Copula拟合产生了理想的结

果,并且进行了基于重现期和联合概率的旱情分析。

Shiau等人[ 12213] 运用 6 种 Archimedean Copulas 函

数构建了干旱历时和干旱烈度的联合概率分布, 并

且次年利用 Copula 方法构建了边缘分布为混合指

数分布和伽马分布的干旱历时、干旱强度的二维

Copula函数。袁超 [ 14]对渭河流域干旱历时和干旱

烈度进行了联合概率分布的拟合,对多种 Copula 函

数进行了筛选, 最后选取 Frank Copula 函数作为干

旱双变量联合概率分布函数模型,并计算了其联合

重现期、对干旱历时和烈度的尾部相关性进行了估

计,为干旱灾害的风险管理提供了理论基础。Song

和 Singh[ 15] 采用 5种 Meta2ellipt ical Copulas 函数
构建了干旱历时、烈度、间隔的两两间的联合概率分

布,并且与几种常用的 Archimedean Copulas函数

进行了比较分析。Shiau等人
[ 16]
采用伊朗阿巴丹和

安扎里地区的降水数据, 将干旱历时、干旱烈度进行

了 Copula分析, 用以分析干旱频率及复发间隔, 得

到/湿润地区如果存在较大的降雨量波动,则干旱程

度可能更加严重0的重要结论。陆桂华 [ 17]对重庆市

1958至 2007年的气候数据进行分析, 综合分析重

庆 2006 年干旱问题, 采用了 Gumbel2Hougaard

Copula函数对干旱历时和干旱强度进行拟合和重

现期计算, 该文并没有对不同 Copula 函数进行择优

和拟合检验。同年, 许月萍
[ 18]
加入了拟合检验, 采

用浙江省钱塘江流域的年降雨量数据, 使用自回归

马尔科夫模型延长水文干旱数据,解决了干旱数据

短少的问题,又利用 Clay ton Copula 函数对干旱历

时和干旱烈度进行了二元联合分布的计算, 在此研

究中, 利用自助抽样法计算了 K2S 统计量以检验
Copula函数的拟合优度, 检验得出 Clayton Copula

函数的适用性较好。张雨
[ 19]
对渭河流域的西安站

测量数据进行了更全面的分析: 干旱历时、干旱烈

度、干旱烈度峰值进行了两两相关性度量, 采用

OLS方法筛选了七种 Copula 函数的拟合优度, 选

择 Placket t Copula 对干旱历时和烈度以及干旱历

时和烈度峰值、Clayton Copula 函数对干旱烈度和

峰值进行联合分布计算, 并计算其干旱重现期。

M ir abbasi等人
[ 20]
对伊朗西北部的 Sharafkhaneh

雨量站信息进行了二维 Copula分析,同样从干旱烈

度和历时进行分析。Ganguli等人
[ 21]
对印度地区的

干旱事件进行了阿基米德 Copula拟合, 这考虑到了

干旱变量在尾端的极端性, 在判断拟合优度后选择

Gumbel2H ougaar d Copula建模,对传统的双变量分

布(二元对数正态分布等)与 Copula 联合分布进行

了比较, 指出基于 Copula 的分布拟合性能更好。另

外, 他们 [ 22]还对美国德克萨斯州的月降水资料进行

了分析, 采用 AIC准则进行择优。

Copula 模型早期主要被应用在对干旱特征值

的二元分析上,干旱历时和干旱烈度的联合概率分

布应用最广。不同的学者将各种其他方法与之融

合, 结合不同的方法和选取不同的干旱指标和组合

方式进行了大量的尝试性应用,对 Copula方法在干

旱领域的研究起到了极大的推动作用。

2. 1. 2  多元 Copula模型

多元 Copula模型被应用于干旱问题的多特征

分析中, 开始了 Copula理论从二维向高维化拓展的

步伐。

2009年, Serinaldi等人
[ 23]
对西西里岛的降水

指数进行了干旱历时、平均和最小 SPI 值、平均干旱

范围的四维 Copula 分析, 结果显示在 Copula 方法

下的理论联合重现期的计算是符合经验重现期的,

表明了 Copula 函数足以模拟干旱特点和条件概率。

Song 等人
[ 24]
对二元、三元 Placket t Copula 进行了

分析,采用矩量法( MOM )、最大似然估计( MLM )、

概率加权矩( PWM )、遗传算法( GA)进行估计单变

量分布的参数,采用 log2pseudolikelihood 函数估计
法( LPLF)和 GA 算法进行估计二元和三元 Copula

参数,在泰安、田阳、庄头的流量站得到应用。曾智

等人 [ 25]对渭河流域华阴站降雨资料进行分析,采用

RMSE、AIC、BIC 作为拟合优度检验标准, 选取

Frank和 Gaussian Copula进行二维数据拟合,构建

Frank Copula、Gaussian Copula、M3 Copula 对比分

析了三维干旱联合特征。2011年, 宋松柏等人 [ 26]严

格推导了 5 种常用的三维非对称 Archimedean

Copula 函数的条件 Copula 及其密度函数, 以渭河

流域径流序列分析计算了北洛河状头站 3 维水文
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干旱变量组合的联合概率、条件概率和相应的重现

期。于艺等人[ 27] 利用渭河流域西安气象站的数据

对干旱历时、干旱烈度、烈度峰值进行了三维 Copu2
la 拟合,通过 RMSE、A IC 及 Bias 评价对 M5、M6、

M12非对称 Archimedean Copula 函数进行了拟合

优度检测, 通过对比对称性和非对称 Ar chimedean

Copula,表明后者克服了前者只能描述变量之间相

关系数很接近的局限性,对高维非对称 Archimede2
an Copula 参数的估计方法还有待改进。李计等

人[ 28229]基于四种对称 Archimedean Copula 和五种

非对称 Archimedean Copula 构建了新疆乌鲁木齐

和石河子气象站数据的二维、三维干旱变量的联合

分布,利用上述函数分析了黑河流域三个水文站的

干旱情况。肖名忠等人 [ 30] 利用三变量 Plackett

Copula函数对东江流域的三个水文站数据进行了

联合概率分布、条件概率分析、联合重现期的分析计

算。陈 永勤 等人
[ 31]
用 OLS 方法 从 Gumbel2

Hougaar d、Frank、Clayton Copula 中选择 Gumbel2
Hougaar d Copula对潘阳湖流域的干旱历时和干旱

烈度进行联合分布的分析, 并计算了联合重现期和

同现重现期。张强等人[ 32]同样利用单参数 Archi2
medean Copula函数中的 Gumbel2Hougaard Copu2
la 对塔河流域的四个站点的数据进行了两两计算,

对联合重现期和同现重现期进行了分析。陈子燊等

人[ 33] 在 2013 年也采用 Gumbel2Hougaard Copula

对西江下游马口水文站的干旱历时和干旱强度进行

了分析, 对特定的干旱历时和干旱强度之间的遭遇

概率进行了诊断和预测。Yusof 等人[ 34] 对马来西

亚半岛的雨量站的逐日资料识别并分析了干旱强度

和干旱历时的边缘分布和联合 Copula 分布, 利用

AIC准则选择了合适的 Copula函数, 并且对条件概

率、干旱重现期进行了进一步分析,全面地分析了地

区抗旱性能。Wan 等人 [ 35] 也对马来西亚半岛的长

期干旱状况进行了分析,利用空间分析来说明干旱

和极度干旱的比例, 用 AIC 准则对 Copula 函数进

行择优, 对干旱烈度和持续时间进行了模拟。2014

年, Reddy 等人
[ 36]
对美国德克萨斯州的干旱地区进

行了干旱烈度、历时的 Copula 建模, 分析了 Plack2
et t 和 Studentcs t Copula 并进行拟合优度的比较,

介绍了两种启发式算法的实用工具进行 Copula 参

数的估计。

2. 2  2014年之后的 Copula模型的应用研究

2014年之后国内外学者对 Copula的研究应用

在更为发散的领域, 不仅是干旱特征值的联合概率

分布,还应用于空间分布、风险评价等领域, 取得了

大量的研究成果, 其主要研究内容总结如表 1所示。

表 1  近年 Copula研究进展
T ab. 1  Research progress of Copula in r ecent year s

年份 学者 简介

国
内

国
外

2015

2016

2014

2015

2016

左冬冬等[37]
研究了中国西南地区干旱指标的二维 Copula 模型对样本量的敏感度,发现分布参数的稳定对样本量的需
求较大、不同参数的需求不一致,但联合重现期对样本量不敏感。

刘晓云等[38]
从五类 Copula中选择 Frank Copula 研究中国南方干旱事件的条件概率以及重现期,表明干旱严重程度的
条件分布与历时的阈值呈正相关,并且受灾状况的条件重现期与干旱时长成正比例。并依此划分了中国
南部的干旱风险程度。

潘璀琳等[39] 利用GH Copula推求联合重现期以及重现期的设计值,求得了各干旱历时或者各干旱程度下的条件重现期。

崔刚等[40] 基于二维 Copula模型表明短期干旱的干旱事件的重现期主要受到干旱强度的影响, 并且与干旱强度形成
正相关;同时干旱强度一定时,重现期随干旱历时增加而明显增加。

张静等[41] 利用 Clayton Copula 构建季度间连干旱模型,利用危险度评估模型给出川西南地区遭遇季节连干旱的危险
程度评估,指出相邻季节为重旱时连旱危险度最小,偏旱时最高。

关帅等[42] 将Copula 方法应用在旱涝组合事件的研究中,发现Copula 可以很好地描述季节连旱、连涝的组合事件概率。

李天水等[43] 基于 Gum bel Copula进行都江堰站的干旱风险评估。

钱龙霞等[44] 首次建立了基于 C opu la函数的水资源供需风险损失模型。

任璐等[45] 选取了四种分布函数用于拟合干旱特征变量,最后利用 Copula 函数分析得出干旱历时与干旱烈度峰值、干
旱烈度与干旱烈度峰值的单变量重现期与二维重现期差距较大。

Zh ang et al . [46] Copula 与 Morlet 小波相结合,在流域上评估其旱涝风险,利用 Copu la计算两个典型场景下的联合重现期。

Liu et al. [ 47]
利用 Gum bel 和Clayton Copula 分别构建了干旱特征值的二元和三元的联合分布,表明重现期有赖于空间
位置、变量类型和变量组合方式,极端的干旱情况和三元变量分析得到的重现期更长,达到了 42. 1年。

Abdi et al . [48]
指出 Copula的应用使得对水文现象的多变量频率分析更加精确,并且给出了一种基于 OBM 的 Copula 参
数估计方法,利用伊朗的雨量数据证明了该方法的优秀性。

Salvadori et al. [49] 对蒲河流域的五条主要支流进行了重现期分析,提供了有价值的实时的多元干旱评估方式。

Vergni et al. [50]
将 Copula理论用于农业干旱,对一种向日葵作物进行了发病率和严重程度的二元分析,为干旱的规划和管
理提供了一个条件化的解决方案。

Zh ang et al . [51]
利用Gum bel Copula 函数分析干旱联合重现期在空间上的分布,研究表明云南省中部地区和东北部地区具
有较高的干旱风险,而西北部地区的干旱风险相对较低。

Xu et al. [ 52] 将三维 Copula函数应用到多变量频域分析,通过干旱频率分析抗旱规划和干旱风险管理。
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3  Copula理论发展分析

3. 1  2013年之前的Copula模型及其存在的问题

早期 Copula 刚刚引入,学者们对其进行了广泛

尝试,注意到 Copula 在多变量分析中的便利性, 并

将其在干旱领域深入发展。到中期 Copula 逐渐成

为一种多变量干旱分析的理论体系和应用框架, 利

用 Copula方法对干旱事件进行分析逐渐形成模式,

一般分析流程如图 2所示。

图 2  Copula模型研究方法流程

Fig. 2  Flow chart of research m ethod of Copula m od el

随着 Copula方法逐渐流行,其弊端也逐渐显示

出来:一方面, Copula能有效联合二元随机变量进行

二元分析,但其高维情况存在难点,高维 Copula函数

参数难以进行估计、多参数 Copula的高维参数空间

估计准确性差等; 另一方面,相比于在金融领域具有

多变量时间序列分析、金融市场相关性分析、组合风

险设计等诸多应用,干旱领域中 Copula 仅作为一种

联合分布的构建方法没有充分发挥 Copula的能力。

众多学者不再局限于二维 Copula模型的构建,

而把眼光放在高维分析上, 对干旱的多特征值进行

全面性的分析。一方面借助 n元 Copula 函数直接

估计其参数从而得到高维联合分布, 例如常用的单

参数 n元 Ar chimedean Copula如下。

(1) Clayton Copula。表达式为C(x)= ( E
n

i= 1
x
- H
i - 1)

1/ H

(生成元为 U( t)= t
- H- 1) ,它对变量分布的下尾部变

化十分敏感。

(2) Frank Copula。表达式为 C ( x ) = -
1
H #

ln 1+
F
n

i= 1
(exp(- Hxi )- 1)

exp(- H)- 1
( 生 成 元 为 U ( t ) =

- ln
exp(- Ht)- 1
exp(- H)- 1

),它具有对称性,对尾部变化不敏感。

( 3 ) Gumbel Copula。表达 式为 C ( x ) =

exp(- ( E
n

i = 1
- lnx i )

H
)
1/ H

) ( 生 成元为 U( t ) = ( -

lnt)
- 1/ H

) ) , 它对上尾的变化十分敏感。

另一方面借助嵌套 Copula和混合 Copula方法

构造高维 Copula。

对 X , Y, Z 这三个维度的随机变量, 利用嵌套

Copula方法构造其联合分布可以表示为C( x , y , z)=

C1 [ C2( x, y ), z ] ,其中 C2 是 X, Y 的联合分布 Copula

函数、C1是 C2 与 Z的联合分布 Copula函数;利用混

合 Copula 方法构造其联合分布可以表示为:

C( x , y , z)= X1C1 ( x, z )+ X2 C2 ( x , y )+ X3 C3 ( y, z ) ,其

中 C1 , C2 , C3 可以是不同类型的 Copula 函数, X1 ,

X2 , X3 为其权重。

嵌套 Copula和混合 Copula方法的每一步都是

对二元 Copula 进行参数估计, 避免了直接对多元

Copula 进行参数估计的难点, 并且由于各类二元

Copula 都能被其所使用, 种类变化繁多, 能达到较

好的拟合效果。

也有学者利用其他统计学理论提出不同的高维

Copula 构造方法,如条件混合法:

令三变量 X , Y , Z 的联合分布表达式为

FXYZ (x, y, z)= Q
y

- ]
CXZ FX|Y (x| y),FZ| Y(z| y) FY(dy)

(1)

式中: C 为二维 Copula函数; FX| Y ( x | y )、F Z| Y ( z | y )

分别为 y 已知的条件下 X 、Z 的条件分布。

FX | Y ( x | y )表示为:

FX| Y ( x | y )= P( X [ x | Y= y ) =

5CX Y [ FX ( x ) , FY ( y ) ]
5FY ( y )

(2)

式中: FX ( x )、FY ( y )分别为随机变量 X、Y 的边缘分

布函数。

各类高维Copula的构造方法的本质目的都是为

了简化 Copula模型的参数估计难度和提高准确程度。

学者们对其更深入的研究使得 Copula更深的渗

透到干旱分析的理论中去。

3. 2  2014年之后的 Copula理论存在的问题

及其发展方向

  2014年后, 随着 Copula模型的成熟, Copula 理

论随着应用面增大而发挥巨大作用,高维 Copula 参

数估计难度的问题也愈发突出。

一方面, Copula理论的易用性在近期得到充分

展现,国内外学者对 Copula在干旱领域的研究和应

用呈现出一种发散的态势。Copula 的应用开始与

各类干旱分析框架相结合, 被应用在各个传统的干
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旱分析方法上, 例如干旱强度、干旱烈度、干旱历时

的多变量联合重现期分析、包括样本量在内的多变

量敏感性分析、旱涝组合风险评估机制的构建等。

另一方面, Copula理论的研究是以高维 Copula

函数及其参数估计方法展开的。

有学者对 Copula 参数估计方法、Copula 择优

方法提出了改进:利用 Bayesian理论对参数估计方

法的改进最具代表性, 与传统 MLE 方法相比有明

显的优化;利用 OLS、AIC、BIC、AE、RMSE 等各种

指标对 Copula 进行择优,更多的 Copula 函数被使

用、更多的指标对其进行选择, 这使得 Copula 方法

逐渐从一种新兴方法转变为一类成熟理论框架。

部分学者提出了诸多高维 Copula构造方法, 以

简化模型中参数的估计难度、提高参数估计的精度。

常用的方法有 Copula嵌套法、Copula 混合法、条件

混合法等。

但高维 Copula拟合时的参数估计方法仍是一

个困难的、复杂的问题。虽然众多学者提出了许多

改进的参数估计方法, 但仍不免是侧重单方面的方

法,在提高精度的同时牺牲计算量的限制、在提高效

率的同时也会增加估计的置信区间大小。

以 Archimedean Copula函数族为例, 一方面高

维对称 Archimedean Copula 函数因其对称性而简

化了参数估计的步骤, 但也因为对称性而产生较大

的局限;另一方面混合型 Archimedean Copula 将高

维函数的参数估计拆分为多个二维或三维的 Copu2
la 参数估计,降低了参数估计的计算量,但混合效果

存在精度不足、拟合效果较差的缺点。

目前尚没有研究提出一个普适的、精确的方法,

以应对多种类型的 Copula 函数。

高维 Copula 理论的最紧密、最具有代表性的应

用方向是综合时空变化的 Copula 函数。以时变

Copula为例:

给定两变量的水文序列( y 1 , y 2 ) i , i = 1, 2, ,,

n,采用二维 Copula函数构造联合分布

 H Y
1

, Y
2
( y

t

1 , y
t

2)= C[ F1( y
t

1 | H
t

1) , F2( y
t

2 | H
t

2) | H
t

c] ( 3)

式中: H Y
1

, Y
2
表示( y 1 , y 2 )的联合分布; C 表示二维

Copula函数; F1、F2 分别为 y 1 , y 2 的累积概率函

数, H
t

1、H
t

2 为时变的边缘分布参数向量; H
t

c 为时变的

Copula相关性参数。

时变 Copula 函数需要考虑两方面的时变性: 一

是边缘分布的时变性, 表现在单个水文变量统计参

数的时变性;二是水文变量间的相关结构的时变性,

体现在 Copula相关性参数的时变性上。实际上, 前

者的时变特性只体现在参数从常量变化为关于时间

的变量, 为变参数提供参数估计方法更要考虑到变

参数的分析性质, 因而为其增加了难度;后者相对而

言要更加困难,水文变量间的相关结构的变化势必

影响到 Copula 函数类型的选择,如何使得综合模型

能根据时间变化而贴合不同 Copula函数的特点,将

是一大难题。

综合时空变化的 Copula 函数能够综合分析时

间和空间对干旱特征值的影响规律, 得到科学实用

的结论。目前时变 Copula方法尚未有过多的研究,

在未来是 Copula研究的一个新方向。

4  结语

自 Copula 函数引入干旱领域以来, 有许多学者

对其进行研究和探讨, 在干旱多特征、多变量事件分

析中取得大量成果和进展。

逐渐成熟的 Copula 理论和 Copula方法为干旱

领域的多元分析提供了一个强大的工具,并具有扎

实的理论基础和很强的可结合性。未来, Copula 将

转化为干旱领域连结各个不同方向的工具。

以下三点值得未来学者进一步研究:

( 1)对 Copula 理论的探究集中在高维 Copula

理论(主要是参数估计方法)的研究;

( 2)对 Copula函数的时变性探究集中在综合时

间空间维度对 Copula的影响的研究;

( 3)对 Copula模型的应用广度的探索集中在低

维 Copula 方法在诸多方向上的应用。
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