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摘要: 确定水文变量的概率分布, 是计算各类标准化干旱指标的关键。提出了基于最大熵原理( PO M E)的月径流分

布构建方法, 采用多阶矩作为求解最大熵的约束条件, 以拉格朗日乘子法估计分布参数, 计算了不同时间尺度的标

准化径流干旱指数 SDI,评估了汉江 30 个子流域历史水文干旱情势。结果表明:与 N orma l、Gamma、Weibull、P ear2

son T y pe Ó 等常用概率分布相比, PO M E 分布模型可以最大程度地利用实测水文数据中的信息, 有效拟合不同时

间尺度的累积月径流量 ,表现出良好的适用性; 随着时间尺度的增大,采用不同分布拟合同一尺度的月径流量,差别

逐渐减小, 月径流量概率分布特征趋于正态化。成果可为推求干旱指标 ,研究干旱特征的统计规律, 进行干旱频率

分析等提供新的手段。
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Abstract: Selecting the a ppr opr iate pr obability distr ibutio n function ( P DF ) fo r hy dro lo g ical v ar iables is o f sig nificant im por2

tance to calculating standa rdized dr oug ht indices. In t his study , w e used the Pr inciple o f M ax im um Entro py ( P O M E) meth2

o d to model t he P DF s of ag g reg ated m onthly str eamflow o n v ary ing tim e scales fo r 30 sub2ba sins o f t he H anjiang R iv er Ba2

sin. T he first thr ee or ig inal mo ments of t he cumulativ e mo nt hly st ream flo w data w er e cho sen a s the co nstr aint functio ns fo r

max im izing the entr o py by the L ag rang e M ult iplier. T he Stream flo w Dr oug ht I ndex ( SDI) w as com put ed based o n m onthly

st ream flo w r eco r ds deriv ed fr om sev eral t heo r etical pro bability distr ibutio ns such as P OM E, N o rm al, G am ma, W eibull, and

Pear son T y pe Ó . R esults sho w ed that the P OM E2based P D Fs could make the best use o f the info r matio n f ro m observ ed r e2

co rds w hile avo iding m istakenly intro ducing r edundant info rm atio n. T hey sho w ed sa tisfy ing applicability . W e found that t he

PD Fs o f cumulat ive mo nthly stream flo w w o uld trend tow ar ds no rm alization as the tim e scale incr eased. T he pro posed meth2

o d can be a pra ct ical t oo l fo r ca lculat ing hy dro lo g ical dro ug ht indices, ana ly zing dr oug ht char acterist ics, and per fo rm ing

dr oug ht fr equency ana ly sis.

Key words: POM E; hydro log ical dr ought; St reamflo w D rought Index ( SDI) ; Hanjiang Riv er basin
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水文水 资源

  干旱是一种由水循环异常引起的水分持续性短

缺现象,不仅会对生态环境造成严重破坏,同时对工

农业生产和城市供水等也会产生负面影响, 长期制

约着经济社会和人类文明发展。干旱指标是研究干

旱现象的基础, 也是衡量干旱发生与否与量级大小

最为直观的定量表达。天然状况下, 翔实的实测水

文资料是计算干旱指标, 评估区域干旱演变特征的

基础。将实测水文要素时间序列看作服从某种理论

概率分布的随机变量, 通过等概率转换原理将其标

准化,以评估其偏离正常情形的程度,是最常见的干

旱指标构建方法。

Mckee等采用 Gamm a分布来描述降水量的统

计规律,提出了著名的标准化降水指数( Standar d2

ized Precipitat io n Index , SPI)
[ 1]
。此后, 各类仿效

SPI 的标准化干旱指数如雨后春笋般被相继提出,

用来描述水文循环各个环节要素的盈缺情势。考虑

到生态系统与社会经济活动和地表- 地下径流的直

接联系和高度依赖性, 众多学者依托实测或模拟的

径流和地下水位,将 SPI 的计算框架移植到水文干

旱研究之中,提出了许多标准化水文干旱指数,如标

准化径流指数( Standardized Runoff Index, SRI) [ 2] ,

径流干旱指数( Str eamf low Dro ug ht Index, SDI)
[ 3]

,

标准化地下水位指数 ( Standar dized Groundw ater

lev el Index , SGI)
[ 4]
等。

然而, 由于水文气象变量的时空异质性, 水文分

布线型的选择对于标准化干旱指数的计算精度有着

重要的影响。特别是受样本数量的限制, 如果线型

选择不当, 可能给干旱评估带来较大的误差[ 5 ]。受

降水时空分布不确定性和流域调蓄的影响, 时段河

川径流的概率分布相较降水往往表现出更为复杂的

特征。Vincente2Serrano 等( 2012)就指出由于分布

线型各自的局限性, 没有任何一个概率分布可以保

证对各月份的实测径流量均有较好的拟合效果, 因

此他采用不同的分布拟合不同月份的径流量, 择优

确定理论分布, 虽然在一定程度上提高了拟合的精

度,但计算过程颇为繁杂 [ 6]。因而,如果能以一个相

对统一的分布形式描述径流的概率特征, 将对快速

且稳健的水文干旱评估产生有益影响。

Jaynes( 1957)提出了著名的最大熵原理( Pr in2
ciple o f M aximum Entropy, POM E)

[ 7, 8]
, 用于构建

随机变量的概率分布。自其被引入到水文频率分析

研究后[ 9] , POME 近几十年间在该领域已经得到了

迅速的发展 [ 10213] ,在干旱频率分析方面也得到了广

泛的应用 [ 14216] , 如吴孝情等 ( 2014) [ 17] 和 H o ng 等

( 2015)
[ 18]
就通过 POM E 构建了降水量的概率分

布, 计算了SPI指标,指出其在分布拟合方面具有令

人满意的适用性。过往应用研究主要集中在以降水

量为对象的气象干旱上,对表征河流生境及地表与

地下水体间转化关系的地表- 地下径流关注较少。

本文拟以河川径流为对象,采用 POM E在不预先假

设径流序列概率分布线型的前提下, 根据实测径流

资料的统计特征信息, 推求其概率分布函数,用以计

算标准化水文干旱指标。

1  研究方法

1. 1  标准化径流干旱指数( SDI)

本研究采用标准化径流干旱指数( St ream flo w

Dr oug ht Index , SDI)表征一段时间内的流域水文干

旱情况[ 2] 。SDI 的计算公式如下:

SDI= 5
- 1
[ FX ( x ) ] (1)

式中: 5- 1
( # )为求高斯分布累积概率的逆函数。X

为某一时间尺度k ( k = 1, 3, 6, 12个月等)下的累积

月径流量; f ( x )和 FX ( x )= Q
x

0
f ( x )dx 分别为其概

率密度和概率函数。当 SDI> 0 时, 表示流域处于

较湿润的状态,反之当 SD I< 0时, 表示流域处于相

对干旱状态。

1. 2  基于最大熵原理的月径流分布计算方法

熵理论认为随机变量不确定性的大小可以用概

率分布函数来描述, 而信息量的大小则可以用被消

除不确定性的多少来表示。Shannon 于 1948 年将

玻尔兹曼熵的概念引入到信息论中, 作为量度一个

随机变量不确定性或信息量的定量指标
[ 19]
。假设

随机变量(本文中指累积月径流量) X 的概率密度

函数为 f ( x ) ,则其信息熵 H ( x )的定义如下:

H ( x )= - Q
b

a
f ( x ) lnf ( x )dx (2)

式中: a、b分别为随机变量的积分上、下界。

Jaynes进一步提出了 POM E的概念,认为在所

有相容的分布中, 如果挑选满足一定约束条件下能

使信息熵达到极大值的分布作为随机变量的分布,

就意味着对数据不足的人为添加信息最少, 从而求

得的分布有最小的偏差,最合乎自然。因此,可将寻

找最适宜概率分布的过程转化为求解最大熵的过

程, 使得导出的理论分布与系统的已知信息相一致。

在水文频率分析中,常选用样本各阶矩,作为求解最

大熵的约束信息
[ 20]
。本文中, 不假设各尺度累积月

径流的频率分布线型,以保持理论分布与样本的前

三阶原点矩的期望一致作为月径流分布的约束条

件, 可以将推求统一形式的月径流概率分布的过程
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水文 水资源

归结为求解如下数学规划问题。

目标函数:

OF= M axH ( x ) ( 3)

约束条件:

Q
b

a
f ( x )dx= 1 ( 4)

Q
b

a
x
i
f ( x )dx= x

i
, i= 1, 2, 3 ( 5)

式中: x
i
( i= 1, 2, 3)为随机变量的 i次幂, 则

Q
b

a
x
i
f ( x )dx 为其 i 阶原点矩, x i为对应样本矩。

采用拉格朗日乘子法求解上述带约束的优化问

题
[ 21]

,得各月累积径流分布的密度函数表达式如下:

f ( x ) = exp(- K0- K1x- K2 x
2
- K3x

3
) ( 6)

式中: K0 , K1 , K2 , K3 为拉格朗日乘子, 其中 K0 =

lnQ
b

a
ex p(- K1x - K2 x

2 - K3x
3
) dx。这样, 便可通过

求解满足一定约束下能使信息熵最大化的分布参

数,在最大程度地利用实测水文数据中信息的同时,

尽量避免冗余信息, 从而构建较为统一的水文变量

理论分布形式。

1. 3  参数估计方法

计算拉格朗日乘子可转化为如下凸函数的最小

化问题
[ 22]

:

#= K0 + E
3

i= 1
KiE [ g i ( x ) ] =

lnQ
b

a
ex p[ - E

3

i= 1
Kig i ( x ) ] dx+ E

3

i= 1
KiE [ g i ( x ) ] ( 7)

采用 New to n2Raphson方法迭代求解拉格朗日

乘子 K= [ K1 ,K2 ,K3 ]
T。迭代格式如下:

K( 1) = K( 0) - H
- 1 9#
9K

( 8)

其中梯度方向:

9#
9Ki

= E [ g i ( x ) ] -

Q
b

a
exp[ - E

3

r = 0
Krg r ( x ) ] g i ( x )dx , i= 1, 2, 3 ( 9)

H
- 1
为海塞矩阵的逆矩阵,其元素可表示为:

H i, j = Cov [ g i ( x ) , g j ( x ) ] =

Q
b

a
exp[ - E

3

r = 0
Krg r ( x ) ] g i( x ) g j ( x )dx-

Q
b

a
exp[ - E

3

r = 0
Krg r ( x ) ] g i ( x )dx #

Q
b

a
exp[ - E

3

r = 0
Krg r ( x ) ] g j ( x ) dx , i , j = 1, 2, 3 ( 10)

实际上,作为一种形式灵活的分布构建形式, 通

过设置不同的约束方程组, 许多常用分布线型都可

以通过 POME 导出。一些常用分布参数的 POME

估计可见文献[ 23]。

2  研究区域与资料

汉江是长江中游最大的支流,位于东经106b15c-

114b20cE,北纬 30b10c- 34b20cN, 发源于秦岭南麓,

干流流经陕西、湖北两省, 于武汉市注入长江, 干流

全长1 577 km, 流域面积约159 000 km
2
(见图 1)。

汉江流域地处北亚热带季风区, 幅员辽阔, 光、热和

水资源空间差异大。加上区内垂直地带性十分显

著, 是我国降水变率较大、旱涝灾害多发的地区之

一[ 24] 。汉江流域在国家水资源安全战略布局中的

地位举足轻重,其上游丹江口水库是南水北调中线

工程的水源地,中下游的江汉平原则是湖北省重要

的经济走廊, 因而, 研究汉江流域水文干旱演变特

征, 对于保障长江流域水安全具有重要的现实意义。

本文选取文献[ 25]所采用的汉江流域内 30个

子流域的长系列径流作为研究对象。我国自 20世

纪 90年代以来进行了大规模的流域开发, 可能在一

定程度上破坏了天然水文序列的一致性 [ 26] ,为保证

资料一致性, 本文径流资料序列基本上仅覆盖 20世

纪 50年代至 20世纪 80年代, 各子流域位置见图

1。径流量数据资料由出口断面逐日流量资料经时

段累积和单位换算而来。分别采用 M ann2Ken2
dall[ 27, 28]和 Pett it t[ 29] 方法对各子流域不同尺度逐月

实测径流进行趋势和变点检验, 采用自相关系数检

验月径流序列的独立性,置信水平均取 95%。经检

验, 所采用各月径流量数据均满足一致性假设。

图 1 汉江及其子流域示意图
Fig. 1  Locations of the Hanjiang River basin and hydrological stations

3  研究结果与分析

3. 1  月径流分布拟合效果

采用前述的 POME 方法,对汉江 30个子流域

不同时间尺度逐月累积径流量进行频率分析, 拟合

月径流分布。为对比所提 POM E分布的适用性,选

取若干常用的统计分布函数, 包括两参数 Norm al

( NO)、Gamm a( GM )、Weibull( WB)和三参数 Pear2
son Ty pe Ó ( P Ó )分布, 对汉江各子流域不同时间
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水文水 资源

尺度月径流进行拟合, 参数估计方法也采用文献

[ 22]中的基于最大熵原理的拉格朗日乘子法, 并与

基于三阶矩 POME 分布计算的月径流分布进行比

较,选用的尺度包括 k = 1, 3, 6, 12个月。采用 An2
der son2Dar ling( A2D)检验方法[ 30] 判断所选用分布

是否可以作为不同尺度累积月径流的理论分布, 置

信度水平为 95%。不同时间尺度下各分布通过 A2
D检验的次数见表 1。不同分布下每一个时间尺度

最佳的拟合次数为: 30个流域 @ 12 个月= 360次,

由表可知, 在四个时间尺度中, POME 分布通过检

验的次数均为最高, 与另一常用的三参数 P Ó 分布

效果相当。其它分布中, NO 分布在较小时间尺度

上拟合效果欠佳,而指数分布族的 GM 分布和极值

分布族的WB分布效果尚可。

表 1  各理论分布不同时间尺度的拟合效果统计
Tab. 1  Fit t ing performances of diff er ent th eoretical PDFs

时间尺度/月
备选分布通过检验次数

NO GM W B P Ó POM E

1 293 334 328 355 357

3 339 355 337 358 359

6 352 344 344 360 360

12 360 360 356 360 360

  采用各流域由不同备选分布拟合的月径流量理

论分位数与实测径流数据的经验分位数的确定性系

数R
2Q
QQ衡量拟合效果,统计箱形图见图2。从图中可

以看出, POM E 分布和 P Ó 分布对于不同尺度的月

径流量均能取得较好的拟合效果, 确定性系数基本

都在 0. 97以上。由其是 POME 分布(即红色的/箱

子0) ,有最高的平均表现和最小的分布范围,表现稳

定。正态分布( NO)对于偏态的小尺度累积径流量拟

合效果欠佳,随着时间尺度的延长, 正态分布的适线

效果逐步增强。而同为两参数的两个偏态分布效果

居中。综上, 对于各个累积时段 , 所提出的POME

图 2  汉江子流域不同时间尺度各理论

与经验频率拟合优度统计

Fig. 2  Coef ficient of determinat ion of th eoret ical and empirical

CDFs of cumulat ive st ream flow volume on different t ime2scales

方法构建的理论分布均能较好地拟合相应时段的径

流量。

为进一步在微观序列层面上展示所提分布对实

测径流量样本的拟合能力, 以汉江流域的挽鱼沟子

流域为例,绘制各时间尺度代表月份累积径流量理

论与经验分布拟合效果图如图 3所示。由图 3可以

看出,各时间尺度月累积径流量的经验点据与理论

曲线拟合良好,令人满意。

图 3 汉江挽鱼沟流域不同尺度累积径流量
理论与经验分布拟合效果

Fig. 3  Th eoret ical and empirical CDFs of cumulat ive

st reamf low volum e w ith dif ferent t ime2 scales

3. 2  干旱指标计算及干旱特征分析
由上一小节的分析结果,基于 POME 良好的拟

合效果, 可将它作为各尺度累积月径流量的理论分

布, 计算相应的 SDI 指标。挽鱼沟流域各累积尺度

SDI长序列见图 4。由图可以看出, 在各个时间尺

度下,挽鱼沟流域在研究期内旱涝事件交替发生。

从 1个月尺度的 SDI 序列可以看出,该流域各月径

流的年际变化较大,旱、涝等极端水文事件频发。随

着累积时间尺度的增大, 干旱事件数量减少。这主

要是由于随着纳入累积的回溯月份增加,一些夹杂

在连续干旱时期内略高于零值的 SDI(可能由于突

然的一场降雨)被抹去,而长期水量丰沛时期中间略

小于零值的 SDI 则被剔除, 使得原本被割裂的并不

独立的两场干旱事件得以连续。

进一步地,按照通用的游程理论
[ 31]

, 以 SDI= 0

为阈值, 识别流域历史水文干旱事件, 统计干旱特征

如表 2所示。从表中可以看出, 随着累积尺度的增

大, 可以观测到的旱涝事件呈现频次(数量)、最大单

月径流亏缺量(即最小SDI值的绝对值)减小, 但平
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图 4  挽鱼沟流域不同时间尺度长序列 SDI 值
Fig. 4  SDI s eries of Wanyugou sub2basin

均和最大干旱历时、强度及平均间隔时间增大的特

征。不难理解, 这样得到的干旱事件独立性更强, 但

个别极端干旱月份径流量偏离正常水平的程度得到

坦化,有可能会低估部分极端干旱事件的影响。

表 2 挽鱼沟流域不同时间尺度干旱事件及其特征统计
T ab . 2  Drought characteri st ics of Wanyugou sub2basin

干旱特征 符号(单位)
时间尺度

1个月 3个月 6个月 12个月

干旱事件次数 N ( Num. ) 52 35 24 12

最大月径流亏缺量 M ax&SDI & (2) 4. 50 4. 01 2. 93 2. 84

干旱历时
E [ D ] ( m onth)

M ax [ D ] ( month)

2. 85

13

4. 14

20

6. 04

30

11. 50

32

干旱强度
E [ S ] (2)

M ax [ S ] (2)

2. 87

18. 57

4. 02

27. 91

5. 76

34. 35

11. 29

38. 64

平均干旱强度
E [ I] (2/ m onth)

M ax [ I ] (2/ m onth )

0. 70

3. 45

0. 66

1. 73

0. 61

2. 23

0. 68

1. 55

干旱间隔时间 E [ L ] ( m on th ) 5. 65 8. 40 11. 83 22. 83

3. 3  不同分布线型下水文干旱指标计算对比分析

从以上分析可以注意到, 随着时间尺度的增大,

累积月径流量的分布有逐渐趋于正态化的趋势。为

验证这一假设, 将各流域基于正态分布与其他备选

分布拟合计算的各尺度 SDI 序列的确定性系数

R
2, SDI
QQ 的统计箱形图绘于图 5中。可以看出,对于所

有理论分布,随着径流量累积时段的增加,由不同理

论分布计算得到的 SDI 指标之间的确定性系数逐

渐增大,差异逐渐减小。这表明累积径流量的分布

线型随着累积时段的增加,逐渐趋于正态化。

同样, 以汉江流域挽鱼沟子流域出口断面 1, 3,

6与 12 个月尺度 POM E、GM、WB 与 P Ó 分布与

NO分布的 SDI 为例,绘制相关关系见图 6。从图

图 5  汉江子流域不同时间尺度不同分布
SD I值与正态分布 SDI 值确定性系数统计

Fig. 5  Coef ficient of determinat ion of S DIs calculated

from dif feren t theoret ical PDFs with dif ferent t ime2s cales

中不难看出, 在时间尺度选得较小的情况下,基于不

同分布计算得到的干旱指标相关点据较为分散, 特
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别是在尾部两端,这表明此时由不同分布计算得到

的 SDI值差异较大,这对于稳健的干旱评估显然是

不利的。随着径流累积时间尺度的增大, 不同分布

拟合结果的差异逐步缩小,基本上可以互相替代, 这

也表明径流量的理论分布趋于正态化。这与 Ange2
lidis等

[ 32]
的研究结果一致。这一性质可在随机变

量的独立同分布假设适当放宽的条件下, 由大数定

律解释。

图 6 挽鱼沟流域不同分布 SDI值与正态

分布 SDI值相关关系尺度

Fig. 6  Correlat ion betw een SDIs calculated from different PDFs and

SDI calculated f rom Normal dist ribut ion w ith dif f erent t ime2s cale

4  结论与展望

为计算标准化径流干旱指数 SDI, 需要首先确

定各时间尺度累积月径流量的理论概率分布。为使

待求的理论分布在充分利用样本信息, 反映变量统

计特征的同时, 人为假定最小,提出了基于最大熵原

理( POM E)的累积月径流量分布, 并采用汉江流域

30个子流域的历史资料进行验证,得到以下结论。

( 1)基于三阶矩约束的最大熵原理求得的理论

分布,可以有效拟合汉江各个子流域不同时间尺度

的累积月径流量,表现出良好的时空适应性, 为水文

随机变量的频率分析提供了新的工具。

( 2)随着时间尺度增大,采用不同分布拟合同一

尺度的月径流量的差距有所减少,月径流量概率分

布特征趋于正态化。这一性质在选用累积尺度较大

的径流计算相应的 SDI值时具有一定的应用前景,

直接采用正态分布, 能够大大简化计算过程。

( 3)作为一种通用的概率分布参数估计方法,

POME 可以为推求干旱指标和干旱特征的统计规

律,进行干旱频率分析提供拟合手段。
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